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ПРИБОРОСТРОЕНИЕ

Л. О. МЕЛКУМЯН

О ГРАНИЦАХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ КАЧЕСТВА ПЕРЕХОДНОГО 
ПРОЦЕССА

Рассмотрим характеристическое уравнение системы регулиро­
вания:

лоря4-л1ря֊| + --4-ал=О, (1)
где а<(/ = 0,1. 2,- • ■, л) —постоянные действительные числа.

Зависимость между корнями уравнения (1) и его коэффициента­
ми следующая:

А 4֊ А 4--------1- Рп = ֊ал!а0,
Р1Р2 4֊ РхР: -I-----+ Рп֊ 1 рп = Д2/«о.

РхРч........Р«^ (—1 )я «л/Ч>-
Введем обозначения

[) = рп\ ■
* п па0

2» = ^А---Р^= \/ —. (3)
I а0

где ^֊-абсолютная величина среднеарифметического значения всех 
корней; 20 —среднегеометрическое значение всех корней.

Для простоты записи абсолютные величины действительных ча­
стей корня обозначим через г*. т. е.

\Йер^\ = гк, к = 1, 2, • • •, п. (За)
Переходим к определению верхней границы степени устойчи­

вости. Докажем, что если система устойчива, то ее степень устойчи­
вости не превосходит величины

По определению степени устойчивости имеем:
5 - min (г*), к = 1, 2,. - •, п. (5)

Заменяя модули всех корней полинома через о, из системы равенств 
(2) легко получим систему неравенств; предполагая, что полином 
имеет только вещественные корни:
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С с; о <... с?1|б/0
Сло--Са2|ао . (6)

Сл а„|а0
Отсюда непосредственно следует (4). Равенство имеет место при всех 
кратных корнях.

Поскольку рассматриваются только устойчивые системы, то дей­
ствительные части всех корней имеют одинаковые (отрицательные) 
знаки. При этом корни могут быть действительными и комплексно- 
сопряженными. так как коэффициенты уравнения (I) вещественные.

Обозначая сопряженные корни с черточкой легко показать, что 
а) /;* -г Л 2 Не (/>*):
б ) Рк - Рк=\рк\2>гг. (7)

Справедливость соотношений (4) очевидна для уравнения первого 
порядка и легко доказывается относительно уравнений второго и • 
третьего порядков. 11окажем справедливость (4) для уравнения чет­
вертого порядка. 11е теряя общности доказательства можно предпо­
лагать, что все корни полинома комплексные, следовательно, при //■—4 
система (2) примет вид:

Рг ^7՜ Р:2՜ _
Р1Р1 + АЛ г АА- + РхР-Л РуРч + РА = «з/«о (8)

Р'Р՝!)., А-р^р. + рщ).. -г р#^ = - а3!а0
РхРх'Р^Рг =

Используя свойства комплексных чисел, систему уравнений (8) мож­
но представить в виде:

_ (А +7) + (А> +А) «= ֊ «Л
РхР± 4- /^2_+ (А +_А) (Р* ֊Нк) = (9)
Р1Р1(Рг + /к) + р,р±(р1 +А) ֊ Лз7о

АА Р2Р2 = «Л®
.Учитывая (7), заменяя модули всех корней полинома через 5 и ис­
пользуя вещественность коэффициентов полинома и отрицательность 
действительных частей его корней, из системы (9) получаем систему 
неравенств (6):

Нижнюю границу наиболее удаленного от мнимой оси корня оп­
ределим при помощи следующего неравенства: 

1
/И = тах |а| > тах ——.?[ . к — 1,2, • • •, п. (10)

к - Пф С л |
Систему (2) можно преобразовать в систему неравенств:

1а1 4-------Ь 1а4 > + —-

Л1-И -ИЯ- 1)"1~аУ
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Отсюда

(12)

Из системы неравенств (12) непосредственно вытекает неравенство 
(10). Заметим, что результат (10) имеет место не только для устой­
чивых систем, но и для общего случая.

Если наиболее удаленный от мнимой оси корень действительный, 
то из (3) и (Ш) можем определить его границы:

։

шах | А < л Л =■ 1.2.- • • П. (13)
* I йл (»л1

Перейдем к .определению нижней границы степени устойчивости. 
Докажем, что если ближайший к мнимой оси корень действительный, 
то степень устойчивости системы больше значения ая/ая-1.

Произведем подстановку

Р^֊՝ (М)

тогда уравнение (11 примет вид:
ия Xя Н- дп_| Xя՜1 Н------ 1֊Дв = 0. (15)

Легко показать, что все корни уравнения (15) имеют отрицательные 
действительные части. По условна р. действительный, следовательно, 

тоже будет действительным, при этом он является наиболее уда­
ленным от мнимой оси корнем уравнения (15). По аналогии (13) мож­

но записать: |2։|<——֊•
Рд

Но так как 6 = |/?։| = -у, то

Д*

^л-1
(16)

Таким образом, степень устойчивости рассматриваемых систем 
можно оценивать интервалом: 

где нижний предел справедлив, если ближайший к мнимой оси ко­
рень действительный. Величина о может служить для приближенной 
оценки быстроты затухания переходного процесса, поскольку состав­
ляющая этого процесса, отвечающая наиболее близкому к мнимой осн 
корню, затухает .медленнее других. Время регулирования (I):
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In tn
3

(18).

где т — кратность уменьшения отклонения регулируемой величины 
за время регулировании.

Из (17) и (18) следует, что

Г)6 In tn Т< In т, 
ап

(19)֊

где верхний предел справедлив, если ближайший к мнимой оси ко­
рень действительный.

Определим границы коэффициента затухания. Докажем, что ес­
ли система устойчива, то ее коэффициент затухания не превосходит 
величины

Рассмотрим выражение:

\Р1'Р*.' ’ ՛/;л == $6 
или

Г-j Г л г) л-------------------------------=
COS^COS ®2............ COS ?л

где ф*(А’ = 1, п) — аргументы корней. 
Это равенство можно привести к следующим неравенствам, за­

меняя через <р, и, имея в виду, что о max (<рп ?2.........., ?л):
г. г. - г,, >а. (20)

COS'1 S

Поскольку г։4֊г2 —........4-гл =/։£)0 = const, то их произведение по­
лучается наибольшим при равенстве всех сомножителей.

Поэтому неравенство (20) можно усиливать следующим образом?.

Откуда
cos՞? >оя-о •

COS < ЦД*0, (21)

где равенство имеет место при всех кратных комплексных корнях.
Нижнюю границу коэффициента затухания определим с помощью 

круга, внутри которого расположены все корни уравнения (1). Ве­
личина радиуса Z? этого круга определяется формулой [2]:

R = 1+ —. (22>

где Л max (а։, ait- • •, ап). 
Из (16) и (22) следует, что

COS<p> 
«л-1 R

Таким образом, коэффициент затухания можно грубо оценивать ин­
тервалом:
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ал-1 /г
(23)

где нижний предел справедлив, если ближайший к мнимой оси ко­
рень действительный.

В заключение отметим, что коэффициенты характеристического 
уравнения имеют различные веса по влиянию на качество переход­
ного процесса. Границы показателей указывают пути повышения ус­
тойчивости и быстродействия систем регулирования.
АрмНИИЭ Поступило 27.VI.1967

Դ. Լ. ՄԵԼՔՈԻՄՅԱՆԱՆՑՈՂԻԿ ՊՐՈՑԵՍԻ ՈՐԱԿԻ ՑՈԻ5ԱՆԻՇՆԵՐԻ ՍԱՀՄԱՆՆԵՐԻ ՎԵՐԱՈԵՐՅԱԼՍ. մ փ ո փ ում
Կարգավոր։! ան սիստեմի բնութագրիչ հավասարման դո րծ ա կի ցն երի միջո­

ցով անցողիկ պրոցեսի ցուցանիշների ճշգրիտ որոշեյր բավականաչափ դժվար 
Լ ե առանց զգայի հաշվումների դրանց արժեքների կոպիտ գնահասւոլմր սրո- 
Հակի գործնական հետաքրքրություն է ներկայացնում;

Հոդվածում բերված \Է անցողիկ պրոցեսի որակի ցուցանիշների (կարգա­
վորման ժամանակի, կայունության աստիճանի, մարման գործակցի) ստորին ու 
վերին ոահմանների որոշման եղանակ' ելնեյովբնութագրիչ հավասարման գոր­
ծակիցների հայտնի մեծություններից; Անցողիկ պրոցեսի որակի ղնահատա- 
էրսնր տրվում Լ արմաաների բաշխման մեթոդով։
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