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Рассмотрено туннельное прохождение микрочастицы со спином через 
трехмерный дельта-образный потенциальный барьер, вложенный в квантовую 
проволоку с характерным эффектом размерного квантования. Этот эффект при- 
водит к многоканальному рассеянию, не возникающему в одномерных задачах. 
На частицу действует также магнитное поле, направленное вдоль проволоки и 
принимающее в общем случае неравные постоянные значения с обеих сторон ба- 
рьера. Получены аналитические выражения для коэффициентов рассеяния и ко- 
эффициента спиновой поляризации многоканального рассеяния. Рассмотрен ряд 
частных случаев полученных формул. В одноканальном приближении подробно 
исследованы зависимости упомянутых коэффициентов от энергии частицы, па- 
раметров потенциального барьера и нанотрубки, магнитного поля. 

 

1. Введение 

Большое внимание к квантовым проволокам (квантовым нитям, нанотруб- 
кам, одномерным проводникам и т.д.) обусловлено уникальными свойствами 
этих систем, которые в зависимости от характера симметрии кристаллической 
решетки материала могут проявлять как неметаллические, так и полупроводни- 
ковые свойства. Процессы переноса заряда тока в одномерных проводниках об- 
ладают рядом особенностей, не встречающихся в объемных веществах. Это 
связано со своеобразным характером межмолекулярного взаимодействия в од- 
ном измерении. Из-за низкой размерности проводника меняется также действие 
различных точечных дефектов (примесей, вакансий), которые влияют на ход 
транспорта частиц. Например, установлено, что проводимость нанотрубки 
сильно подавляется даже единственной примесью [1–3]. Аналогичные явления 
могут иметь место в области спинтроники, центральным направлением которой 
является исследование спин-зависимости транспорта в низкоразмерных структу- 
рах. 

В настоящей работе рассматривается задача туннельного рассеяния элек- 
трона, с учетом его спина, на нейтральном точечном дефекте, при наличии внеш- 
него магнитного поля. Точечный дефект моделируется трехмерным δ -образным 
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потенциалом. Магнитное поле описывается ступенчатой функцией. 
Следует сказать, что туннельным явлениям спиновых частиц в магнитных 

гетероструктурах посвящено значительное число теоретических работ. Особенно 
часто используется одномерная модель с прямоугольными потенциальными ба-
рьерами. Однако, в нанотрубке, содержащей трехмерный точечный дефект, необ-
ходимо учитывать не только продольное, но и поперечное движение электрона. 
Ограничение в поперечном движении, из-за эффекта размерного квантования, 
приводит к дискретному спектру «поперечной» энергии. Энергия частицы при 
рассеянии равняется сумме энергий продольного и поперечного движений. В 
этих условиях при упругом рассеянии в продольном направлении частица может 
перейти на другой уровень в поперечном движении с возникновением нового ка-
нала рассеяния. 

В работе [4], без учета магнитного поля и спина, получены все амплитуды 
многоканального рассеяния при прохождении электрона через барьеры, состоя-
щие из одного и двух трехмерных δ -образных потенциалов. В настоящей работе 
исследуется характер влияния магнитного поля на рассеяние микрочастицы со 
спином в квантовой проволоке с трехмерным δ -потенциалом. 

2. Основные уравнения 

Рассмотрим квантовую проволоку цилиндрической формы, разделенной на 
две части тонким слоем изолятора ( δ -легированная примесь). Слева и справа от 
примеси включены статические магнитные поля 1H  и 2H , которые направлены 
вдоль оси z , совпадающей с осью цилиндра. Электрон с энергией E , двигаясь 
по трубке слева налетает на примесь. Потенциал примеси описывается функцией 
( ), ,U x y z . Энергия взаимодействия собственного магнитного момента элек-

трона μ  с внешним магнитным полем описывается членом 
 ( ) z zM 0 HU = − ⋅ = µ σμ H , (1) 
где 

 
2

1 0
z

0

,

,

H z z
H

H z z

<= 
>

. (1') 

0z  является z -координатой примеси, 0µ -магнетон Бора, zσ  принимает значения 
1± , где верхний знак соответствует состоянию, в котором спин электрона 

направлен по оси z , а нижний знак — против оси z . Если пренебречь влиянием 
внешнего магнитного поля на импульс микрочастицы, что верно при относи-
тельно высоких температурах и слабых магнитных полях [5], то уравнение Па-
ули, с учетом формулы (1), можно представить в виде двух обычных уравнений 
Шредингера 
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где волновая функция +ψ  описывает состояние, в котором спин электрона 
направлен по оси z , а волновая функция −ψ  — против оси z . Переходя к ци-
линдрическим координатам, вместо уравнений (2) получим 

 ( ) ( )
2 2

2
2 2 2

1 1 , , ( , , ) 0V z h z z
z

±  ∂ ∂ ∂ ∂
ρ + + + χ − ρ ϕ ψ ρ ϕ =  ρ ∂ρ ∂ρ ρ ∂ϕ ∂  

 , (3) 

где ( )2 22 /m Eχ =  , ( ) ( ) ( )2, , 2 / , ,V z m U zρ ϕ = ρ ϕ , ( ) ( )2
z0 2 /h z m H= µ  . 

Уравнение (3) удовлетворяет граничному условию 
 ( , , ) 0z±ψ ρ ϕ = , если аρ ≥ , (4) 

где а  — радиус кругового сечения нанотрубки. 
Решение уравнения (3) с граничным условием (4) можно представить в виде 

разложения по ортогональным функциям ( )cosnlR lρ ϕ : 

 
1 0

,( , , ) ( ) ( )cos
n l

n lnlz z R l
∞ ∞

= =

± ±ψ ρ ϕ = ψ ρ ϕ∑∑ , (5) 

где ( )nlR ρ  является решением уравнения 
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 (6) 

и имеет вид 
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( ) l nl

nl
l nl

J
R
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χ ρ
ρ =

π χ ρ
. (7) 

Здесь ( )lJ ⋅ ⋅ ⋅  — цилиндрическая функция Бесселя первого рода и величина 
nlχ  определяется из условия (4), которое принимает вид 

 ( ) 0l nlJ aχ = . (8) 

Решения трансцендентного уравнения (8) хорошо известны: наименьшее  
значение ,n lχ , соответствующее паре индексов 1n = , 0l = , определяется из ра-

венства 10 2.405аχ ⋅ = . Следующий корень с индексами 1n = , 1l =  дает 

11 3.832аχ ⋅ =  и т.д. 

В разложении (5) функции ( )nl
±ψ ρ  являются решениями системы связанных 

дифференциальных уравнений 
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и 
 ( ) ( )2 2

,n l nlz h z±ε = χ − χ  . (11) 
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3. Амплитуды спин-зависимого многоканального рассеяния электрона  
на трехмерном δ-образном потенциале 

Получим амплитуды прохождения и отражения в частном случае потенци-
ала, представляющего собой трехмерную δ -функцию, т.е. потенциал нулевого 
радиуса взаимодействия. Пусть потенциал помещен в точке нанотрубки с ра-
диус-вектором ( )0 0 0 0 0cos , sin ,0= ρ ϕ ρ ϕr : 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0cos cos sin sinV , ,z zρ ϕ = λδ ρ ϕ−ρ ϕ δ ρ ϕ−ρ ϕ δ , (12) 

где λ  — мощность δ -потенциала. Подставляя формулу (12) в интеграл (10), по-
лучим 
 ( ); ' ' ' '( )nl n l nl n lV z c c z= δ , (13) 
где 
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, (14) 

где для конкретности выбран 0 0ϕ = . 
Подстановка (13) в уравнение (9) дает 
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Уравнение (15) описывает продольное спин-зависимое движение электрона по 
каналу, характеризуемому индексами ( ),n l  и знаком проекции спина. Полное 
число каналов рассеяния равняется числу поперечных уровней энергии частицы, 
умноженному на два. Условимся эти уровни нумеровать согласно росту значений 
поперечной энергии. Далее предположим, что число этих уровней и, следова-
тельно, число каналов рассеяния с фиксированным направлением спина (« + » 
или « − ») конечно и равно N . Для нумеровки каналов рассеяния удобно вместо 
индексов ( ),n l  использовать индекс m , который принимает значения 

1,2,m N= ⋅⋅ ⋅ . В соответствии с этим, систему уравнений (13) перепишем в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )
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где 
 ' 'mm m mA c c= . (17) 

В формуле (16) величина ( )m z±ε  содержит ступенчатую функцию ( )h z . По-
этому, в дальнейшем, имея в виду формулы (1'), воспользуемся следующим усло-
вием: 
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Приступим теперь к нахождению амплитуд рассеяния электрона. Пусть ча-

стица с произвольным волновым вектором ( ) ( )p pk z z± ±= ε  ( p N< ) проходит 
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сквозь δ -образный барьер. Асимптотическими решениями системы (16), при 

( ) 0m z±ε > , являются плоские волны 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )2 2

1 1 1exp exp , 0

exp , 0
m m m

m m

m p
m

i k h z r h i k h z z
z

t h i k h z z

± ± ±
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± ±

δ + − <ψ = 
>

, (19) 

где mr±  и mr±  - амплитуды прохождения и отражения по m -му каналу. Условия 
сшивания волновых функций ( )m z±ψ  и их производных при прохождении ча-
стицы через сингулярную точку 0z =  имеют вид 
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Используя формулы (19), (20) получим 
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Система уравнений (21), с учетом двух ориентаций спина, содержит 4N  не-
известных амплитуд рассеяния. В действительности, достаточно найти только 
амплитуды прохождения mt ± , так как из первой формулы (21) видно, что при 
m p= , 1p pt r± ±= + , а при m p≠ , m mt r± ±= . Это свойство вытекает из условия не-
прерывности волновой функции при прохождении частицы через одиночный δ -
образный барьер. 

Далее, второе из уравнений (21) запишем в виде 

 ( )
' 1

1' ' 2
N

m
m

m pm m mB t i k h
=

±± ±= − δ∑ , (22) 

где 

 ( ) ( )( )' ' 2 '' 1' m m m mm mm mB A i k h k h± ± ±= − + δ . (23) 

Из N  неизвестных mt ±  выделим амплитуду прохождения pt ± , которая определя-
ется следующей формулой Крамера: 

 p pt D D± ± ±= , (24) 

где 
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Вычисление определителя (25) выполняется по формуле, полученной в [6]: 



64 

 

( )

( ) ( )( )

1

' ' 2
1

' 1

1
' 1

1

1 .

N

m

N

m m
m

N
m m

m m m m
m m m m m

N
m m

m m m m m

A
D B A

B A

A
i k h k h

B A

=

=

± ±
±

=

± ±
±

=

 
= + −  − 

 
 = + − +    − 

∑ ∏

∑ ∏
 (26) 

Определитель pD ±  получается из D ±  заменой его p -го столбца столбцом сво-
бодных членов системы (22). Используя формулу (26) получим 
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где штрих у знаков суммы и произведения означает, что при выполнении этих 
действий надо опустить члены с m p=  и 'm p= . Из формул (24), (26) и (27) сле-
дует, что 
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В частности, при рассмотрении рассеяния по первому каналу (p = 1) получим 
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где ( )1
2 2

1 11k h h± = χ − χ  , ( )2
2 2

2 22 .k h h± = χ − χ   Формулы для амплитуд 
1 1m mt r± ±

≠ ≠=  получаются аналогичным образом. Эти формулы не приводятся здесь 
ввиду их громоздкости. Более простые выражения получаются в частном случае, 
когда магнитное поле является однородным ( 1 2h h h= = ). Тогда получим 
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и аналогично для коэффициентов отражения mr ± . Эти равенства формально сов-
падают с соответствующими формулами, полученными в работе [4], где = 0H . 
В одноканальном приближении ( = 1N ) из (30) получим 
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. (31) 

В отсутствии магнитного поля последние равенства сходятся с формулами, 
полученными в задаче о рассеянии бесспиновых частиц на одномерном δ -образ-
ном потенциальном барьере [7]. В случае однородного магнитного поля  
( 1 2h h h= = ), используя формулы (30) можно показать, что 
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Уравнение (32) выражает закон сохранения числа частиц со спином «+» и «–». В 
случае 1 2h h≠  уравнение (32) принимает более сложный вид. Приведем соответ-
ствующую формулу только для одноканального рассеяния, которая получается 
из формул (29): 

 1 1 1T R± ±+ = , (33) 

где  
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1
1

1

22
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k h
T t

k h

±
± ±

±=  (34) 

— коэффициент прохождения или прозрачности, 

 1
2

1R r± ±=  (35) 

— коэффициент отражения. 
Следует отдельно заметить, что в общем случае неравных магнитных полей 

слева и справа начало координат коэффициент прохождения меньше единицы 
даже в отсутствии δ –потенциального барьера. Отсюда также следует, что уве-
личение одного из этих факторов: разности магнитных полей и мощности δ – ба-
рьера, уменьшает значимость другого для коэффициента прохождения. 
Одинаковое по обе стороны барьера магнитное поле влияет на значение коэффи-
циента прохождения частицы, уменьшая его для плюсовой компоненты спина и 
увеличивая его для минусовой компоненты. Это является следствием разнозна-
кового сдвига энергетического спектра частицы для этих компонентов. 

4. Коэффициент спиновой поляризации при многоканальном рассеянии 

Для характеристики степени поляризации спина электрона при многока-
нальном рассеянии в однородном магнитном поле, наподобие одномерной за-
дачи [8], можно ввести коэффициент спиновой поляризации NP  
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Из этой формулы следует, что если коэффициент прохождения электрона со спи-
ном «+» больше соответствующего коэффициента для частицы со спином «–», то 

0NP > . В обратном случае 0NP < . Если же эти коэффициенты равны, то элек-
трон не поляризуется: 0NP = . 

При неоднородном магнитном поле, в общем случае, необходимо использо-
вать более сложное определение коэффициента спиновой поляризации. Далее мы 
ограничимся одноканальным приближением. В этом случае 
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 1 1
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T T
P

T T
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−
=

+
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Для дальнейших расчетов по формуле (37) удобно вместо коэффициентов 
прохождения 1T ±  ввести обратные им функции 
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Тогда, используя первую из формул (29), получим 
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Из определения (38) также следует, что если коэффициенты 1T ±  ограничены ин-

тервалом [0,1] , то функции 1
2

Z ±  изменяются в пределах [1, ]∞ . Теперь, из ра-

венств (37)–(40) получим следующее выражение: 
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где 
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Перейдем к рассмотрению частных и предельных случаев. 
1. Магнитное поле отсутствует: 1 2 0h h= = . Тогда ( ) ( )1 10 0k k+ −=  и 1 0P = . 
2. Магнитное поле однородное: 1 2h h h= = . Из определения непосредственно 

следует, что ( ) 2 2
1 1k h h± = χ − χ  . Из равенства (41) получим 
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где ( )1
2 2

10k = χ − χ . Знаменатель дроби (42), из-за 2 2
1 hχ − χ >  положителен. 

Следовательно, 1 0P < . Обратим внимание также на то, что если 2 2
1h →χ −χ , 

то 1P  стремится к 1− , т.е. возникает почти полная спиновая поляризация. 
3. 1h h= , 2 0h = . Этот случай напоминает ситуацию, когда слева от потенциаль-

ного барьера находится ферромагнетик, а справа — парамагнетик. Формула 
(41) в этом случае принимает следующий вид: 
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где ( ) ( )( )22
111 2 0h A k h±γ = + ± . Заметим, что в данном случае, аналогично 

предыдущему, в пределе 2 2
1h →χ −χ  волновой вектор ( )1k h+  стремится к 

нулю, а 1P  к 1− . 
4. Рассмотрим общий случай 1 2h h≠ , описываемой формулой (41). Обсудим 

только предельные случаи почти непроницаемого ( 11A →∞ ) и почти прозрач-
ного ( 11 0A → ) барьера. Если 11A ≈ ∞ , то из формулы (41) получим 
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Прежде всего отметим, что в рассматриваемом случае, согласно формулам 
(34), (38)-(40), 

11
1lim 0

A
T

→∞

± = . То есть имеет место почти полное отражение поля-
ризованных частиц. Степень их поляризации в слабых магнитных полях, удовле-
творяющих условиям 2 2

i ih χ − χ  ( 1,2i = ) можно оценить с помощью формул 
(44), (41'). Получим 
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В другом крайнем случае, когда значения параметров 1h , 2h  близки к величине 
2 2

1χ − χ , из формулы (44) следует, что 1 1P ≈ − . 
Рассмотрим теперь случай почти прозрачного δ -потенциального барьера 

( )11 0A ≈ . Использование формул (34), (38)–(40) приводит к выражению 
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Используя формулы (46), (41') можно убедится, что 1T ± , а значит и 1P , инвари-
антны относительно замены 1 2h h↔ . Как уже было отмечено, в обоих случаях 
коэффициенты прохождения 1T +  и 1T −  меньше единицы (и равняется единице 
только при 1 2h h= ). Из этого следует, что коэффициенты отражения 1R±  отличны 
от нуля, т.е. в данном случае имеет место явление надбарьерного отражения спи-
новых частиц. 

Численные расчеты, выполнение по общим формулам (38)-(40), (41), (41’), 
показывают ожидаемые результаты для коэффициентов прохождения обеих ком-
понент спина: (неодинокое) монотонное увеличение в зависимости от энергии 
частицы, от напряженности магнитного поля, радиуса нанотрубки, меры смеще-
ния дефекта от центра к стенкам нанотрубки и увеличение в зависимости от мощ-
ности δ -потенциального барьера. 

Что касается представляющего основной интерес в настоящей работе коэф-
фициента спиновой поляризации, то он в пределе малых энергий падения равен 
–1, т.е. частица после туннелирования оказывается полностью поляризованной 
(при этом точечный дефект предполагается на оси нанотрубки). Такое поведение 
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можно объяснить тем, что при очень низких энергиях падения один из поляриза-
ций вовсе не проходит через потенциальных барьер (полностью отражается от 
него). Коэффициент пропускания другой поляризации довольно близок к еди-
нице, что может быть использовано для создания хорошего поляризационного 
фильтра медленных частиц. С увеличением энергии частицы коэффициент поля-
ризации уменьшается по модулю и в асимптотике приближается к нулю, т.е. к 
исходному неполяризованному состоянию. Это поскольку с увеличением энер-
гии частицы коэффициенты прохождения приближаются друг к другу. Примеча-
тельно, что скорость уменьшения поляризации здесь уменьшается с увеличением 
напряженности магнитного поля и тем самым улучшает качество предлагаемого 
поляризатора. Зависимость от радиуса трубки в одномодовом приближении не 
представляет самостоятельного интереса, поскольку она определяет единствен-
ную энергию поперечного квантования и, следовательно, определенное преобра-
зование энергетической зависимости. Наконец, о зависимости от смещения 
точечного дефекта от оси нанотрубки. Степень поляризации максимальна и в 
случае не столь высоких энергий близка к единице, если дефект расположен на 
оси нанотрубки, и s-образно переходит в нулевое исходное состояние с прибли-
жением к ее стенкам. 

5. Заключение 

Исследовано квантовое рассеяние электрона на точечном дефекте квантовой 
нанотрубки с учетом взаимодействия спина электрона с присутствующим про-
дольным магнитным полем. Выведены аналитические формулы для всех коэф-
фициентов многоканального прохождения и многоканального отражения 
электрона. Подробно рассматривается одноканальное рассеяние, представляю-
щее основной интерес в области низких энергий рассеянного электрона, включая 
численные расчеты. Показано, что представленная схема может служить высоко-
качественным селектором электронов определенной поляризации из изначально 
неполяризованного электронного пучка. 
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ԷԼԵԿՏՐՈՆԻ՝  ՍՊԻՆԻՑ  ԿԱԽՎԱԾ  ԲԱԶՄՈՒՂԻ  ՑՐՈՒՄ   
ԿԵՏԱՅԻՆ  ԱՐԱՏՈՎ  ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ  ԼԱՐՈՒՄ 

Դ.Հ. ԲԱԴԱԼՅԱՆ,  Ա.Ժ. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ 

Դիտարկված է էլեկտրոնի՝ սպինից կախված ցրում եռաչափ δ-պոտենցիալով 
նկարագրվող կետային արատի վրա, որը ներդրված է չափային քվանտացման երևույթով 
օժտված քվանտային լարում: Այդ երևույթը բերում է բազմուղի ցրման, ինչը բացակայում 
է միաչափ խնդիրներում: Մասնիկի վրա ազդում է նաև մագնիսական դաշտ, որն 
ուղղված է լարի երկայնքով և արատից աջ ու ձախ ունի հաստատուն, ընդհանուր 
դեպքում իրարից տարբեր արժեքներ: Ստացված են վերլուծական 
արտահայտություններ բազմուղի ցրման գործակիցների և սպինային բևեռացման 
գործակցի համար: Դիտարկված են ստացված բանաձևերի մի շարք մասնավոր դեպքեր: 
Միաուղի մոտավորությամբ մանրամասն հետազոտված են հիշյալ գործակիցների 
կախումը էլեկտրոնի էներգիայից, պոտենցիալային արգելքի և նանոխողովակի 
պարամետրերից, մագնիսական դաշտից: 

SPIN-DEPENDENT  MULTICHANNEL  SCATTERING  OF  ELECTRON   
IN  A  QUANTUM  WIRE  WITH  A  POINT  DEFECT 

D.A. BADALYAN,  A.Zh. MURADYAN 

The tunneling passage of a microparticle with spin through a three-dimensional δ-
shaped potential barrier embedded in a quantum wire with a characteristic effect of dimensional 
quantization is considered. This effect leads to multichannel scattering, which does not occur in 
one-dimensional problems. The particle is also affected by a magnetic field directed along the 
wire and generally taking unequal constant values on both sides of the barrier. Analytical 
expressions for the scattering coefficients and the spin polarization coefficient of multichannel 
scattering are obtained. A number of special cases of the obtained formulas are considered. The 
dependences of the mentioned coefficients on the particle energy, the parameters of the potential 
barrier and nanotube, and the magnetic field are investigated in detail in a single-channel 
approximation. 

 

 


