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ОБОСНОВАНИЕ ПРИМЕНИМОСТИ УРАВНЕНИЙ 
КОРОТКИХ ВОЛН ПРИ ПОЛУЧЕНИИ УРАВНЕНИЯ 

МОДУЛЯЦИИ ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СМЕСИ
БАГДОЕВ Л. Г.. ПЕТРОСЯН Л. Г.

В работе [1] были получены и решены уравнения нестационар
ных двумерных коротких волн для сжимаемой жидкости. С учетом вяз
кости и теплопроводности соответствующие уравнения получены в [2].

Исследование лучевых решений и дифракционных՜ задач для неод
нородных сред проведено в [3, 4],

Построение общего вида уравнения коротких волн для слабо дис
сипативных сред и конкретизация коэффициентов для геплолроводя- 
щей жидкоеН1 с несимметричным тенором напряжений выполнены в 
[5. б].

Получение уравнений мя волн модуляций из уравнения коротких 
воли, заменяющего систему уравнений среды, для микрополярных 
электропроводящих жидкостей с пузырьками газа при наличии маг
нитного ноля и их применение к дифракционным задачам приводятся в 
работе [7].

Примененный в указанной работе метод получения уравнений мо
дуляций является довольно общим и простым.

В настоящей работе па примере более простой среды, представля
ющей вязкую жидкость с пузырьками газа, дастся вывод уравнений мо
дуляций из исходной системы уравнений и показывается, что окончи 
тельное уравнение .модуляции совпадает в основных порядках с урав
нением. полученным в работе [7]. для данного вида среды. Гем самым, 
обосновывается возможность использования общего подхода [7] ыя 
получения уравнений модуляций волн, основанного на использовании 
уравнения коротких волн, вид которого известен для произвольных 
сред [5, б].

Для простоты рассматривается плоская задача.
Уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости (смеси) имеют

вид
ди , ди ди 1 др 1 д /ди , ди\ /д'2и , дРи\ ...
>п дх ду р дх 3 дх\дх ду/ \дх2 ժ\»* ՛

дг> . ду ди 1 дп լ д /ди дг՝\ /сРт , д*у \ ...--4/4— 1-1'—------ ֊7 4 — (֊ ՜յ+Կ՜ր՚ր՜ր) (2)
Ժ/ о.с ду р ду 3 ду\дх ду/ \дх* ду՝ ՛

да /ди дг՝\
т- + р(т-+ —)=° (3)
д։ ՝ дх ду/
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Где и, V—проекции скорости частицы на оси л, у. р давление, <•— 

плотность, /—время, •*=— -коэффициент кинематической вязкости.
Р

Здесь произведены осреднения величин (среднее давление р, о — плот
ность и т. л.). Осреднение проводится по элементу объема смеси, со
держащему много пузырьков, но имеющему малые линейные разме
ры по сравнению с характерной длиной движения.

Ниже рассматривается гомогенная жидкость, представляющая со
бой простейшую модель жидкости с пузырьками газа, в которой пре
небрегают всеми эффектами, связанными с пузырьковой структурой 
газосодсржания, за исключением сжимаемости [8].

Обозначим величины, относящиеся к газовой фазе, индексом 
а к жидкости—индексом /; например, р/ и о., означают плотности 
жидкости и газа соответственно. Определим • как объем газч в еди
нице объема смеси, тогда для плотности газа имеем |8]

Р = Р,(1 ’?) 1 «У

В континуальной теории вкладом газа в массовую плотность обычно 
пренебрегают, тогда для плотности смеси запишем [8]

?=Р/(1֊?) или - 0)

плотность жидкости считается постоянной.
Если допустить, чю газ и жидкость движутся с одинаковой ско

ростью. то массу газа в единице массы смеси можно счи:ать посюяп- 
ной [8]

-’Const

Учитывая, что при постоянной гемператург Г (изотермический про
цесс) давление и газе пропорционально рг, то пре ты ;ущее ранен-
ства можно переписать в виде |8|

РС1
---------  const ИЛИ 
1-3

1
/Л. dt

1 d\i 
¥ dt (5)

Уравнение состояния для пузырька при изотермическом процессе 
имеет вид

, 1 dp. 3 dR
-const пли __^+_ — =0 (6)

где R— радиус пузырька.
Пользуясь условием непрерывности напряжений на границе пу

зырька и жидкости, в том числе и вязких напряжений, можно получить 
для давления р в жидкости следующее выражение [8]:

Pt-P^s
d֊R /б//? \- -\*_dR_
dt* Г 2'Л dt ) ' R dt (7)
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Здесь допускается, что соотношение (7) между р и р^ сущест
вует и в смеси.

В силу малости. /?
(1Ц квадрат -----
(И

отбрасываем и заменяем полные

производные на частные, причем после линеаризации получим

</7? 4р дЯ /п и п'\
</?="'+'?) (8)

Из уравнений (6), полагая рк—.р^ -р,.> в том же порядке имеем

(У)
д( 3/\.о <)/

Подставляя °֊- в (8), можно получить 
д1

Ре֊Р=֊‘
д2р др Яа 4р

где ,4=р/^, (10)

Из (4) н (5) находим

1^=1^ (11)
р, Зо (И ՝

Используя уравнеппия (3) и (II). получим

р„ /ди 0и\

Полагая >=-50-)-Г. р“&՛ /. ? = /?о+У. из (5) и (10) получим 
в главных порядках следующие соотношения:

^0=й՛ (13)
Ро

Тогда имеем

(14)
? 5*. ’ 9»

Так как 
виде |8| =

скорость звука в рассматриваемо]'։ среде определяется в 

=/^оЛ^еРо» 10

Тогда уравнение непрерывности (12) примет вид

до до„ др„ . / Р՛ \ /ди <^>\> -11 (<гх + =° < ՝»>

Из (И) в основных порядках получим

/ Р' Р՛
р или Г^Ро-^ТГ 

со ‘•о
(16)
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Решение (I). (2) и (15) ищем и виде мсдлспноменяющихся амп
литуд

«= / Ц ехр ( 'Ж՝1 4- /'■) 4• t/5exp ( 2^*7 4 2i~) к. с.*
у = l/0 - ехр (—5**/ ; i-) ; \\ exp (— 2'.k՝t -г 2h) к. с.

p' = PQ Ру exp (--Wt-r г.) 4֊ l\ exp (—2'.k-t — 2i~) 1 к. с. (17) 

где -: = /гл-֊ /гс0/ —и>/. « — волновое число, которое считается большим, 
и> частота. о—-постоянная.

Подставляя (17) в (1), (2) и (15) и приравнивая слагаемые с 
е°, е1՜, е:1\ получим три системы, состоящие каждая из грех уравне
ний.

В дальнейшем рассматриваются две важные задачи: а) дифрак
ционная задача, в которой существенны изменения амплитуд и фаз

вдоль волны и имеют место порядки х֊1, у~-Д=, /-֊1; б) задачи, 
У k

близкие к одномерным по х и /.
Сначала рассмотрим нестационарную дифракционную задачу.
Не выписывая уравнения для свободных членов, отмстим, что из 

них следуют порядки

Из уравнений (1| в (15) для первой гармоники, оставляя линей
ные недифференцпруемые члены главного порядка, можно получить

( _ ж ֊ 1с^ - /<•> 4- А и у = _ А щэ (18)
\ 3 / </0

|(—о/? — — /<у) 4֊ Л(^’ 1с\ (<»)* — ЩЫ? 4֊ 4 и»)*]Р։4-

4-Роф7гЦ=О (19)

Предполагая малость всех глашемых в скобках но сравнению с 
членом /‘сЛ՛, получим

»■^֊2.4^, (20)

Подобным же образом из уравнений для второй гармоники можно 
получить

(21)
Аналогичным образом можно подставить (17) в уравнение (2) и 

получить уравнения для первой и второй гармоники. Оставляя в них 
главные члены, получим

. , У ди՝ . .. / ди.,
՛ 1 _ • 'о

Л ду ՛ 2/г ду
Отсюда следует, что

 М«|«| (22)
К- С. обозначает комплексно-сопряженные слагаемые
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Напишем теперь уравнения (1) и (15) для второй гармоники ։՛. 
главных порядках
—? -2(б/г= |-Мг0 /<»)£А = - — 2/АР2 — ч/гЧ „-Т- Д- Р։

Ро р0 2 3 *

дР
2('.А'։ /\»)Р5+(1 Ь/г)РгЦР1-8Д£Аа^Д+4Д^^֊Р24-2р^Л1/2=0

Предполагая. что Лс^М можно производные отбросить и тог
да с учетом (2) получим

2(-№—1с^ + —А.,Л|У'2= _ — 2/4Р.;
• 2 3 / о0

2^ Аи*!? ■ 2Вс*к*\р., 4֊ й/АроСзб’а-|- (1 } п^с^ки- =0

Отсюда найдем значение U* в виде

у = ____ (» 1/2
2 -6Д/фг 4֊ М > (23)

Из уравнений для свободных членов, предполагая )9). что они 
д д

обусловлены основной волной х^с/ и полагая в них — с0 —,
dt ах

можно я главных порядках получить Р^^^Ц. Тогда, учитывая (20) 
и (21). можно в основном порядке получить

P'^WW (24)

что является известным соотношением на волне.
Учитывая то, что в нелинейных членах в уравнениях (Г). (2) и 

(15) следует оставлять голько малые основного порядка, которые по
лучаются дифференцированием экспоненциальных множителей, фигури
рующих в соотношениях (17). можно оставить в них лишь производные 
по х и упростить согласно (24).

Тогда уравнения (I), (2) и (15) с учетом (16), (22) я (24)примут 
вид

ди
dt

1 др 1 d------   -|.    V   
oo dx 3 dx \dx

dv\ 
dy)

| 4-vâ/z (25)

dv
dt՜

dp

_ j_ àp^ _LV_£ /
Po dy 3 dy՝ 

dp. (du

(du
\dx

dv\

d՝ü\
dy) VÙÏ>

du

(26)

1 R 
dt г“лг+р"еЧй՜ 

д=± 
дх>

‘ dÿ'J 

d3
+ dy3

~՜՜ a p з — 01 dx (27)

Из (25) и (26), полагая «=—, ть= —, получим 
dx ду

^=_i/+4՝ù? (28)ôt ?Q з
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Из уравнения (27) е учетом (2-1) получим

Применяя к полученному уравнению оператор 

и исключая с помощью (28) р', с учетом (10) получим

А — 
ât‘

Здесь в нелинейном члене отброшены малые слагаемые, содер
жащие множители ՛«, Л и />’.

Дифференцируя (30) по х и заменяя г через п, получим

= Асфы (31)

.Здесь использовано выражение для Z из (20).
Подставляя из (17) значение // в (31), учитывая значение ш из 

(20) и приравняв слагаемые с первой гармоникой, получим

2^֊^'(-֊сп-7/гг)Ч֊2^Ь^с0(—с0 | 2-/г2 ; 2$£г) 
dt дх

2 _ 1*+П‘Ц^ехР(-2^)
ОХ ‘ 4с0(3-;й 4֊'Ю

В случае нестационарных волн обычно различают следующие 
задачи: а) задачи дифракции, для которых вторыми производными по 
х и / можно пренебречь; б) задачи, близкие к одномерным по х и 
в которых вторую производную по у можно считать малой и основ
ными по порядку членами в (32) будут слагаемые с первыми произ
водными.

Для нестационарной задачи удобно в (32) перейти к переменной

+ ^֊‘( А^2;*‘ + 2«0 ^-(1+-Д։՝)н-2^-(-4-;Л։-2«0Н
дх2 dt* \ са / dxdt

4֊4т’<’»( М 2ï*’֊I 2-Ж) НЛ + 1)^„(7։£.'..ехр(֊25Л) = О (32) 
оу

где

;=yXfS (33)

Для стационарной задачи дифракции уравнение (32) примет вид

(^î)^W2exP( ^) =0
дх -cQ 4- 2֊k* 4֊ W

Подставляя сюда значение (Л из (23) и отбрасывая вторые степени •; 
и о, получим
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дС' дЩ ди,х,— х с../, тогда =—1 —('о—1 п в случае кяазнодномер-
сП ։ (И дхх

ных

это

задач, предполагая первое слагаемое в праной част։։ малым (как

видно из дальнейшего) и отбрасывая
дЧ\ 
дР

, можно получить

—2(4 (с„ ■ -.*«) -|- (3֊Л* 2М) ֊ 2с»“-
д1 дх1 дх։д(

н-/: ■ ЯП!
4-2 ֊} с0(6^Н*ЗД-|- —и-с. 4֊ 2й* 4- 2чЛ) -г с/Л]

(д4-1)4^1^ ехр (~2^У) __0
4(3-.^ -^1}

Следуя |9], приравниваем в (35) производные первого порядка
Г ,для того, чтобы исключить производную по / в -—имеющую 00-

дххд1
лее высокий порядок .малости. Тогда подучим

^1 ^(3^ + 2Ш)^ 
д։ |.г, дх,

(36)

откуда видна малость производной по /.
Уравнение (35) примет вид

. ди, . .ди,. о ., дги. . .. . .ч.
I —1 3;А3-2бЛ0 -֊֊֊ (֊3-'7е-г>) 4֊

<Н л дх дх-

+ -I = ֊ (■4«)>^ехр(-Ж»/)/Л
24 <?у» ° 2(֊121։4*-•■«։)

В стационарной задаче дифракции в (34) и (37) вторую произ
водную по а следует отбросить.

Тогда можно видеть, что в указанной задаче уравнение (37) сов
падает с уравнением (34).

Сравним полученные результаты с уравнением модуляции, полу 
чепным с помощью уравнения коротких волн [7]. которое в обозначе
ниях данной статьи примет вил

~ /֊—137А%+^^Ч4-с0(-Зг/А’ =
дЮх. (И дх, (,х\

1 •> \ 1)^0^.^ ехр (-2^«/)
2 С° ду= 2(4^ 4֊ 12-;Л2)

с^/։ I- 1)й-ЦЛ\ ехр( -<^։/) (38)

В дифракционных задачах член Ц, можно отбросить и уравне
ние (38) будет совпадать с уравнением (35).

Следует отметить, что хотя проделанные при получении (37) пре
образования делились для задач типа б), тем нс менее, уравнение
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(37) пригодно и для дифракционных задач а), поскольку в них вто
рые производные по л* и I несущественны.

Для задач 6) следует учитывать тот факт, что порядки произ
водных по у будут иными и соответственно изменятся порядки для 
(70, 170. Ро. При этом уравнение (31) вновь имеет место. Подставляя 
в (31) уравнения (17), для свободных членов в главных порядках с 
у • յ его м соотношения

= ծ2Լ;*
~дР \х dt' Xi adtdxx ո ԺՀ

и (36). 
чим

которое в смысле порядков имеет место и для Շ'(> |9J, полу-

2СО^ 
dtdxx

Ջ +֊242-е
" ду>

UyL\ )ехр( '2'^4)

Выведенное уравнение, совпадает с уравнением [7], которое было 
получено из уравнений коротких волн.

Отметим, что множитель ехр(—2б£’/) по предположению близок 
к единице, поэтому в |7| уравнение, аналогичное (34) (без второй 
производной но л-), получаемое также из (38), называлось уравне
нием для стационарной задачи дифракции.

Заметим, что, взяв линейное затухание в уравнениях (17) в ви
де ехр ( '2'Л^х:с(,). снова можно получить уравнение (37) с теми же 
коэффициентами при производных по -V и £ ив нелинейном члене, 
только будет некоторое отличие в малых добавках к с0 в коэффи
циенте при второй производной по у (эти добавки вообще не учиты
ваются при получении уравнений коротких волн). Несущественность 
малых добавок в коэффициентах видна также из решений для узких 
пучков, полученных в |7].

ԴԱ’»Ս.:ե։1.Ո1’Կ Ն11.Ո-Ն11 ԻՐԴԽ 11ՈԴՈ1*ԼՅԱ81’Ա31» 2ԱՎԱՍԱՐՈ1’ՄՆ1յՐԻ 
ՍՏԱՑՄԱՆ ԴԱՊՐՈհՄ ԿԱՐՃ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՀԱՎԱՍ ԱՐՈԻՄՆԵՐԻ

ԿԻՐԱՍՍ՜ԱՆ ՀԻՄՆԱՎՈՐՈՒՄԸ

Ա. Դ. 1»ԱԴԴ11հՎ, Լ. Դ. ՊԵՏՐՈՍՅԱՆ 

Ա մ փ n փ n i մ

Տրվում /, մոդուլյացիայի Հավասարումների ստացումը դադի բշտիկներ 
ւգ ա րո ւն ա // ո ղ մածուցիկ Հեցուկ միջաւք ա ւըի ելակեսւային Հավասարումների 
ոիստեմ իցէ I տրվում. որ մոդուլյացիայի վերջնական հավասարում֊
ներր Հիմնական կարգերս։ մ հ ամ ընկնում են կարճ ալիքն երի հավասարում֊ 
ներից ստացված Հ ավա n ա րու մն երի Հետ՛. Դրանով իսկ Հիմնավորվում /; 
վերջինների" (որոնց տեսքը հայտնի Լ կամայական միջավայրերի համար) 
օգտագործման հնարավորով)յունր ալիքն երի մո դա j լացիայի հավասարում֊ 
ների ստացման համարէ

5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 4
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THE ESTIMATION OF APPLICATION OF EQUATIONS OP SHORT 
WAVES IN DERIVATION OF MODULATION EQUATION FOR

FLUID-GAS MIXTURE

A. g. BAGDOEV. L. G PETROSSIAN

S u m in a r y

The derivation oi modulation equations from the Initial system of 
equations oi the medium which represents viscous fluid with bubbles oi 
gas has been given. It has been shown that the final equation of modu
lation coincides, in main orders, with the equation obtained from equa
tions of short waves. Thus the possibility of using the latter (the form 
of which is known for arbitrary media) for the derivation of equations 
oi modulation of waves has been proved.
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