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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Решается плоская задача для прямоугольника, когда на всех пря- 
молннейных участках граничные условия заданы в смешанном виде.

Плоская задача для прямоугольника ранее рассматривалась в 
работах Абрамяна Б. Л. [1, 2]. В работе |1] дано точное решение 
указанной задачи при произвольном симметричном загружении границ 
прямоугольника нормальными и тангенциальными напряжениями. В ра­
боте [2] решена та же задача при несимметричных граничных усло­
виях, заданных в напряжениях.

Минасяном Р. С. [3] было дано решение уравнения Лапласа для 
прямоугольника, когда на одном участке границы краевые условия 
заданы в смешанном виде. Задача сведена к решению вполне регуляр­
ной бесконечной системы линейных уравнений.

Аналогичные задачи были также рассмотрены в других работах 
Минасяна Р. С. |4—5].

Насколько нам известно, плоская задача теории упругости для 
прямоугольника, когда краевые условия на всех участках границы за­
даны в смешанном виде, рассматривается впервые.

Принято, что по всему контуру заданы касательные напряжения. 
Для простоты выкладок также принято, что имеются две оси сим­
метрии.

§1. Постановка задачи. Рассмотрим плоскую задачу для прямо­
угольника, сжимаемого по всем 
трично расположенными у краев 
жесткими штампами. Длины 
штампов, приложенных на про­
тивоположных кромках, одина­
ковы, а на смежных — разные

•.( фиг. 1).
Предполагается, что внеш­

ние нагрузки, приложенные 
как к штампам, так и к уча­
сткам контура прямоугольника 
пне штампов, симметричны 

относительно главных осей 
прямоугольника.

На границе области для 

кромкам двумя одинаковыми симме­

рассматриваемой задачи должны удов­
летворяться следующие граничные условия:
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(а. у) = 0 •ху (л-, 6) - О (О<. л- я)

<=<(а, !/) /10/) (0 //<с> :,(Х. Ь) /3(х) (0<х </) (1.1)

»<(«,</) А(^) (с<г/ <6) г»(х, 6) /։(х) (<!<х<а)

На осях симметрии должны удовлетворяться условия симметрии

V (л*, 0) (х, 0) 0
(1.2)

и (0, у) (0, у) 0

Напряжения и перемещения определяются через бйгармоничес-
кую функций» Эри по следующим формулам:

<^2Ф г/-ф /<гф— ____ * —“ ч н * 'V ՜՜ ՝*’ • *'.՛
0у* Ух~ ()хду

с Г </֊'Ф . <$Ф , .
Ен | — Ух — ч —------ е<,х х /0

ду՝ дх

Г д'-'Ф . <>Ф
֊ - (1у — +е0У 4֊ «о

Ух- иу

В силу симметрии задачи функцию напряжений Эрм и нем в виде

ОО
Ф (х, у) У |&-ей 4- СкЧу «11 аи/| соя л*х

4-М

ЙС
- V I гк ей 3(.Л- С^к-х5Й Зкх] СО8 /ку - СХХ- — С.,у- 

А-~1

(1.3)

(1.4)

(1.5)՛

(1.6)

где

ч ?»
а Ь

При выборе функции Ф(х, у) п виде (1.5) и е,р giJ = 0 усло­
вия симметрии (1.2) будут удовлетворяться автоматически.

Удовлетворяя условиям равенства нулю тангенциальных напря­
жений на кромках прямоугольника, между коэффициентами Гк. <Л, Нк 
и Ск получим соотношения

Вк - С к (1 г сч Ь с (й 1к Ь)
(1.7)

1՝\ — б* (I (- я с(й $к а)

Удовлетворяя а^тем смешанным граничным условиям на кромках пря­
моугольника, учитывая (1.7) и отображая одномерные области (0 -<,.«)
и (0<^ /; <.6) на область (О С г > п), получим следующую систему 
парных тригонометрических уравнений:
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ОО
Хо — Хц СО5 кг 

к^у
УД1 Мр)

сЬ р — г
______о

зЬ

. ь /сп р — (“ — д) 
, а— 1рЬ-------------------------

. Ь$п р— г 
а

$11 Ь
4-Г։(2) (ООО,)

ОО
71Л) А'а (1 — Л'г) С05/сг = ՝Г|2 Уо +/'х (г) (г։ <«•<") (1.8)

Л-1

Ко -££(_1)^’Л,(1

1-1 °՜ р-։

<&Р '7՜^՜^ &Ьр ֊֊ 2
______Ь а , . о

195 Р I ՝■’" ■ I о811՝ Ь 5П ?,,а

<х>
1з + V к՜ ‘ Ук (1 Л/х) сое кг = г,։У0 -}- Л.։ (г) 

к-\

Здесь введены обозначения

Хк = к- 6л сЬ р! а Ра а 
5 И 3Аа

Ук к 2 С к сп у к Ь 4՜

эЬ /Ра

֊У^г)

(1.9)

Ь /
Р~ (" 

а

(0<г<^1

Хи = 2 У^С..,

Ь _
5 И а к Ь

У»=2 4-с, к- (1.10)

2Ьа + 1 ֊ е
8Ь2рАа +2М

ад = 4 л (4-)-

,. 2«*6 1 1 — е
Мк -:---------- :----------------------

811 ‘.ЬкЬ 4- 2а*А

ЕМ- Е^-/2(гЬ-\

\ - /

Л4и) = £֊° /7-^-)
2т. \ - /
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Считая правые части парных уравнения (1.8) и (1.9) известными 
и пользуясь решением такого рода тригонометрических парных урав­
нений [6, 7|, приведем (1.8) и (1.9) к бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений

Л=у а^А-.+ З Й>У, Н11’ 
р—г //=-1

Коэффициенты при неизвестных бесконечной системы (1.12) опреде­
ляются по формулам

4 л,л - <*■>. °й= 4м»4՛ - <*=>
бЩ 4֊ *<-’)'■ ՛֊֊֊ (1 4(г,)֊

2 а~ $п з,,6

։(г.) (1.13)
а к. ₽-

4 4-* <-1>'՜144411 - с‘ь՛ •/ - +2 ь- яьрра I *-"т 

+РТК. "(г*>
6 к. п —

а свободные члены выражениями

4? " 7 ( у к(ео8 1" у 1 4՜

соя 0) — /Л (б) <70 — (соя г։)

(1.14)

( Г/Й (соя 0) -֊- Г:< (0) (1Ь ■+■

и

+ | Чк ■у * °гХ; ^СО5 г՛-^
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Здесь функции (G) (/ I, 2, 3, 4) имеют вид

Л (0) =
cos — 

9 
- ֊֊.. Л։ (z) dz 

(cosz cos 0) •

9
(1.15)

p cos —
^■(0) ------------ ■—p/.w^

- ] (cos z- cosQ)
о

2 । cos —
(9) ֊ - 212 —-—2—А(г| az 

~ I (cos *J cos ±)

В формулах (1.13)—(1.14) введены обозначения:

/*./>(«) = cos г> )//,,( cos 0) tg - JG

р Q
_Л Д2) = ] »/*. (cosO) K/(cos&) tg — JO 

ff

(cos 0) (/- (cos 0) tg ֊ d'J 
2

(1.16)

Y,, (cos 0)
- (‘ch px cos ' dx2|21 2____

" (cos x — COS 0)
II

^(cosO) = 2 ,<2
c X
' X sh/7.Y COS—- dx

(cos x — cos 0) ՛
0

(1.17)

Функции yI: (cos G) и zk (cos G) представляют собой соответственно 

сумму и разность полиномов Лежандра. Рекуррентные и интеграль­
ные соотношения для этих функций приводятся в работе [6].
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§2. Исследование функция У(л) и \УР (х). Отметим, что с 
функциями У՛,, (л ) и V,, (х) тесно связаны функции 2^(х) и 1^,,(л ), вы­
ражаемые формулами

9 I 9гДсо-чО) -- 1

х' §Ь рх 51 П $ Ах

' (СОЗ X — СОЗ Ь)!-
О

(2.1)

9 I 9
л х| * х с!։ рх 51։։ ֊—

» ------------------7~՜
) (со$х соя 0) " 

V 
о

Непосредственной подстановкой нетрудно убедиться, что функции 
(1.8) и (2.1) удовлетворяют дифференциальным соотношениям

у;(х) --А-Д(х), 2(х) --^֊У„(х)
1 — л- 1 -г х

С(х) _1_[г„(х) „изд] (2.2)
1 — х

1г;(.г) ^_[г„(Х)_Лк,(х)]

1 + X 
(-1<х<1)

а в точках х = 1 имеют значения

9
2.(1) и„(1) 1К(1) о, гя(1)֊2. у>л -1) —эь-п 

“п
(2.3)

2
[/„ ( 1) = — [пн с!։ п՜ - зЬ г«՜]. 2’., ( 1) 1Г„ ( 1) = ՛

“Л՜՜

причем

Гни (1 4֊ х)‘ (х) = Нт (I х)'' (х) О
1-» ֊ 1 л՛-—1

где а произвольное положительное числе.
Из соотношений (2.2) следует, что функции К (х), Л. (х), 

Ия (х), R7,, (х) являются решениями следующих дифференциальных 
уравнений:

(1 4֊ х) ((1 — х) У'„ (х)]’ п- Ун (х) О

(1 — х) [(1 4֊ х) 2г (л)]’ — п՝ 7„ (х) = О
(2.4)

(1 х)[(1 -х)Ил(х)]' гг К. (х) 2п У„ (х)

(1 —х)[(1 4-х) М^п(х)]' п- И7,. (х) 2п2л(х)
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Из (2.8) видно, что У (х) и 7. (г) могут быть записаны в виде ги- 
пергеометричееких функций

Г..(х) 2Г( -ш, п/; 1;

(2.5)

7,1 (х) л(1 х)р(ги 1, 1 п/; 2;

1 (ользуясь теперь дифференциальными уравнениями для уГ1 (х) и 
£„(х) и уравнениями (2.4), вычисляем интегралы Ломмеля типа (1.16), 
входящие в выражения коэффициентов бесконечных систем (1.12)

1՝ Ук (л՜) Г„(х) пук (х) Л (х) к Уп (х) гк (х)
) 1-х '1х------------------------ ------------------------------

.՛ Л, (х)да (х) кук (х)2„ (х) пгь(х) У„ (х)
' 1-, ,1х =------------------- ^+т---------------------

г1х —2— [ну, (х) Д (х) + к К, (*) гк (х)] ֊
1 4- X (/Г -ч- А‘)-

(2.6)
— 1 [*/* (*) ?-1 (л) г к V,, (х) за (х) - п Р7„ (х) ук (х)|
д. к-

Г зх-(х) :р„ (х)

1-х
2к

(Тг2 - п֊-)*'
'пУк (х) 7.,, (х) -г к Уп (х)з,_ (х)] -г

4֊ - ---- ---- -  [ Уп (х) 2к (х) -г к \^7п (х) ук (х) — п И,, (х) гк (х)]
к’ -т п~

I </х _ -1 4(.։)1 г՝7'՛^) . И (х) _ 4 (х)

Л 14- л* р 1 -Ь х р | р

Некоторые из приведенных интегралов непосредственно в дан­
ной работе нс использованы. Они встречаются в задачах с несим­
метричными граничными условиями.

Наконец, приведем асимптотические разложения (ограничиваясь 
только первым членом,I функций (1.17) и (2.1) при больших значениях 
индекса. Эти Формулы нам понадобятся при исследовании бесконеч­
ных систем (1.12).

Пользуясь методом перевала [8], из (1.6) и (2.1) получим следу­
ющие асимптотические формулы для больших значений р՝.

/„(со.чу) 4г՜ ——- - О(Р֊’Э
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б
12 

2

О(р •>.) (2.7)

§ 3. Исследование бесконечных систем (1.12). Докажем, что и
общем случае бесконечные системы (1.12) кназиинолне регулярны.

зо
Для итого нужно оценить ряды у ощ. V й՛: <»• 1.2). 

г—։ л^։
Поскольку числа Л'я п формуле (1.11) имеют порядок - о (р 

оэ
то, используя результаты работы (7] для суммы | |, получим

^-1
оценку

2 КУ С 0(4- •) («=1,21 (ЗЛ)

•*=!

Пользуясь значениями интегралов Л (г։) и Х^./(д։) (2.6) и асимп­
тотическими формулами (2.7), будем иметь

У б!՞ ь< гч- у е ВР ±

+ =(?и ,,

( к1 4- — р-) 
\ а՛ /

г, - <•>֊<** ։ (о (</ 0) (. 1>2) (32)
а Ь

Здесь А. В, С и О — постоянные, значения которых не влияют на 
порядок убывания оценки (3.2).

Полученные оценки стремятся к нулю при к— . Поэтому, на-
чиндя с некоторого значения к», сумма модулей ко-эффнциентои при
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неизвестных станет меньше единицы, т. е. бесконечная система (1.12) 
квазивполне регулярна. Значение А'с, легко можно определить в каж­
дом конкретном случае.

Накладывая обычные условия на граничные функции, т. е. тре­
буя, чтобы функции и /։(х) были кусочно-гладкими, а функции 
/11у) и /3 (х) кусочно-непрерывными, легко показать, что функции 
Г«(9) (/ I, 2, 3, 4) (1.15) будут непрерывными. При этом свобод­
ные члены 1 и системы (1.12) будут иметь порядок О(к՜ ■). 
11рименяя метод последовательных приближений, можно показать, 
что Хк и У* также будут иметь порядок О (к՜'-*).

Неизвестные Хъ и У:,, определяемые из системы (1.12), выра­
жаются нерез постоянные .¥0 и Эти постоянные определяем из 
вторых уравнений (1.9) н (1.10). Подставляя в эти уравнения зна­
чения Хк и У к из бесконечных систем (1.12) и пользуясь формулами 
(2.4), (2.10), а также значениями рядов

со
5' Ук (соя '>) СОБ

А-1

2%С08 —
______ 2

(соя г — сое 6) ’
(г<б)
(*>*)

0 (0<г<б<т:)
со
V, г к (соя 0) соз кг = 1 

к - ։
2%1п — 

2
(соя 0 - соя г)

(О<0 СгО)

(3.3)

V **(со8 соя И₽21п со<Л
г, к 2

(*о < -г)

для определения неизвестных Хй и У(1 получим следующую систему 
уравнения:

,Лб 4 -1псо$-^)-.-(։Г,֊ £^-/:(А)-֊2^^лДео8г։) + 
- а 2 ./ 2՜ 2 р

X|,Ч „±,, - X | У ,ч ,։ |л , ±2,). ' X

■I® г" '

2 I, (СОЯ £։) ,2 СО
Х(2-։Дс1Ьа,&)-------- -------------------- — £(֊։)'■ ' Дсо։г։)

р а д-1 я-
(3.4)

ЪГО(1 — !п соя =
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г а , , , 1 ~ МРУР
= Е-^!Л{^ у 5 ~-----^(со8г2) •

~ р=1

1

о

„ 2 . («**։)
+ ֊ 2 (- 1)''1' (1 ֊ лу ֊^— (2 ֊ ?,а С‘Ь М —‘—

Ь ,72-1 зп рра р

—^2(֊1)'’"(1-Л/,)-г֊Р—. (созг=)

§4. Формулы для перемещений н напряжений. Подставляя в 
выражения (1.3) и (1.4) значения функции Ф (х, ;/) (1.5) и учитывая 
при этом (1.7) и (1.Н), для определения перемещений и напряжений 
получим следующие формулы:

Еи(х, у) - — 5]-—-(1 Мк)&\п ՛ (1 — и) —-
и К I 511 *ьЬ

сЬ зь(Ь —у)
-(14-*) а* Ь

зЬ 'ЧсЬ
Ч4.

5п ад-6

^2^(1 ֊ЛГ»)со։?^>2-^ 
I зпрла

— (I -г- у) Зл.
8Ь§д(а х) 

а---------- г
я 1г

с К Зд-у 
зЬ 3;. а

ь-

уГо 

а՜
(4.1)

00
Зл (.V, у) У У к (I — Мк) СО8 УкХ 

а~ Г
с 11 УкУ  . сЬ у к (/■> — у)
зНах-б 5Ьг7-л6

,. . ей«*//
- ад- (Ь — у) —------

511 У-кЬ

I

г 77 ч’ X. (1 Л\) СО5 у
Ь\Г.у

к- сЬ——— -—— —»— 
зЬ Зла

0 сЬЗд.(а х) о ։ л вИМ 
• —пп,---------- + р* (« *> —ГТ—

эп- рла 511 рла
(4.2)

'.Лх, у) V, ЛГи 1 . . I , 'зЬ Ук (Ь — у) 
Мк ) 81П У-кХ Ь--------- ■;-----—

зЬ - У-кЬ
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֊ (А ֊ ,Ч> -~7 I ֊; V *Л(1 - .V*.) з!п ?<.« 
эЬ чкЬ | 6'

х I а *М°֊л)_(а_Х)_£ЬЗ«_I 
I $ь-р*а &Ьдо |

Аналогичные формулы получим для определения перемещения 
г։(х, у) и нормального напряжения ту (х, у) посредством замены

А'л.-П, х^у, а^Ь, 7,.-?а-, Нк-Мк, Хп:- У'о (4.3)

Эти формулы верны для всех значении л՛ и у. Но поскольку не­
которые ряды, входящие в выражения перемещений и напряжений, на 
границе прямоугольника сходятся медленно (условно), улучшим схо­
димость этих рядов на границах области. Для этого в выражения 
(4.1) и (4.2) подставим значения неизвестных Лх и Ук из бесконечных 
систем (1.12) и воспользуемся значениями интегралов и рядов (2.6) и 
(3.3). После ряда выкладок для контактного напряжения => (л՜, у) по­
лучим следующее выражение:

/? $։п —
2_

(соз^ соз г)

О 
гр (соя б) с (а — </0

( сое 0 — соя г) :

(со? У—соз г) ,)(со$ч- -созг) а’ — зпал£>
о՜ г,

Г
. 1֊— ' гг (2 — а;,6 с111ал6) 2 . (соз 0) — —. (созб)

1 (соз 0 — соя г) I />-у а

(4.4)

Здесь

1/ 0 -2 ( 00
2ад^(созг,) Е:(2.) Л։(21)4 2Х 

ь‘ ’ р -I

֊ 6- У (- 1)" 1 I с1Ь^ У Ь (соз 21) 4-
5Ь7.р6 |

р~^' 6(со.8 2з) [
а I
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Для определения перемещения и (х, у) [ине штампов получим 
формулу

У Ab) 2-fS֊^[(

к Ч к

- rJ
1' //p(cosO) — </rJ

r"X" -------------------
I (cos z cos'J)

1/— cos kz] 4-

P tg ֊֊ d'>

| (cos z — cos G ) J

_ |n E 14-cos z 4-| cos z — cos z,
J 1 -cos z 1 -j- cos z.

A- V+ 2 ֊ У (-1)"11 ֊V(i -MJ x
(1‘ "j Sh 7.pb

P tg֊ df)
9 A

XI;-------- -rny; (1 — *P6cth *f,b ) Y b (cos 6) -f֊ ■ ~pV h (cos &)
1 (cos z — cos У) p— a p™

9
(0 <. z < zj

Здесь z — (4.5У
b

Аналогичные выражения могут быть получены для sv ( а г, b

и v г, 6 j заменой (4.3).

Пользуясь полученными выше формулами для нормальных напря­
жений, вычислим силы и моменты, приложенные к штампам

Р I - ( А\ / г'՜^ К’ ( 1 ч* ։ у 1
П = MX. b)dx= — > ( 1) Al ——----------

J b՝ jt^i Sh ,4-a
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Мх = Çaf (х, Ь) ( 11 —х ) dx =
—р<

(1 №)jCh?w-Mcl,M*~d)՜^
аг* sh piû | sh faa

|fc (a d) cth М 4-11 ch М j 4֊ V L J ) cos y, 4֊

4- П-Да-с/р 
2а*

a

Af = j s. (a, y) ( b-^֊ - y ) dy = - > - /% +

V֊’_ U -A/t)k^-atCcha*(bc)"3t<
JT։ &*sha«6 I sha*à

c) cth 2j6 4՜ 11 ch «irj ••

+ 1) :-cos^ Л X0^-(b (4.7)
feTj * i 2"՜

Соотношения (4.6) выражают те линейные связи, которые cyiue- 
стнуют между силами, приложенными к штампам, и поступательными 
перемещениями этих штампов, а соотношения (4.7) устанавливают 
связь между моментами, приложенными к штампам, и углами попорота 
этих штампов.

Тем же способом, каким решалась данная задача, с использова­
нием функций (1.17) и (2.1) легко решаются задачи, когда штампы 
приложены па средних участках сторон прямоугольника, а также ряд 
других практически важных контактных задач.

Институт матемашми и механики
АН Армннской ССР Писгу пила 8 X 1968
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IL il l|l II l|l n l d

/ >ипы/Л>р«/р>>Ън1 ll։l1'd'!'<' '•••J'"
.unfutft, Lftf! ni IjniitfLpIt dr*** «»)*-
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ներր տրված ձՆ խաոը իձե.ով; Ընդունվում է, որ արտածին շոշափող լա­
րումները ր աղակալում են և ուղղանկյունը սեղմվում ի անկյուններում 
դրված րաղարձտկ կոշտ անկքան ակն /»՜հ»// միջողով. որոնք] կողմերի երկարոլ֊ 
քժ/ուննե րր տարրեր են: Ենթ ադրվսլմ է, նաև, որ կան երկու, ոիմետրիա վէ 
ա ո ւոնւյրն եր-

հքնդիրր լուծվում Լ ՛հու ր//»ի մեթոդով/ հարցերի դործ ակի /յնե րի որոշ֊ 
ման համար սկդրում ստւսէյվում են եոան1/լա նաչափական դա.լղ հավաաո՝ 
րուԱեերի ոիուոե՚մհեր, /ոլնուհե/ոե հանրահաշվական անվերջ հավաոարոէ 11եերի 
սիստեմներ է :1ա.լւյ ք. արվում. որ անվերջ ոի ո էոե։!եե րի ղ ո րծ ակի է/նե րի մո­
դուլների ղումարր ե աղատ անդս/Աները ձղաուէ)' են դերով։;

11սւաւ]ված են րանաձևեր տեղափոխումների ե կոնտակտային լարում 
ների հաշվման համար/

A. A. BABLOYAN, N. 0. GULKAN1AN

A MIXED PROBLEM FOR A RECTANGULAR REGION

Summer у

The plant* problem for a rectangular region is solved, when on 
all rectilinear areas the boundary conditions arc given in a mixed form. 
Il is assumed, that the tangent strains along the contour are absent and 
the rectangle is pressed on all sides with two similar rigid punches 
symmetrically placed al I he ends. The width of the punches, applied 
on opposite sides, are the same, while the neighbouring sides are dif­
ferent.

The problem is reduced to the system of dual trigonometrical 
equations, and I hen to the quasi-regular infinite system of linear alge­
braic equations.
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