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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò èòîãîâûé õàðàêòåð, îíà áàçèðóåòñÿ íà 24-õ èç îáùåãî ÷èñëà ïîðÿä-

êà 50-è ìàòåìàòè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé àâòîðà è îõâàòûâàåò ðåçóëüòàòû â òðåõ ðàçëè÷íûõ

íàïðàâëåíèÿõ ìàòåìàòèêè.

Ñòåðæíåì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà, êîòîðîé ïîñâÿùåíà åå ïåð-

âàÿ ÷àñòü. Çäåñü æå èçëàãàþòñÿ ïðèìûêàþùèå êàòåãîðíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê

òåîðèè îáúåêòîâ ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé è åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ îáúåêòà â íåñîêðà-

òèìîå îáúåäèíåíèå íåðàçëîæèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ (ïîäîáúåêòîâ).

Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì ê òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, òî÷íåå, òåî-

ðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà (äâóëèñòíûõ) íàêðûòèé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Â òðåòüåé ÷à-

ñòè (äèññåðòàöèè) èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ïî îáîáùåííîé æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèìè èç ãëàâíûõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ðàçâèòèÿ ìàòåìà-

òèêè âûñòóïàþò äâà âçàèìîñâÿçàííûõ ÿâëåíèÿ (ïðîöåññà): àáñòðàêòèçàöèÿ, òî åñòü ïîâû-

øåíèå ñòåïåíè àáñòðàêòíîñòè, è îáîáùåíèÿ, òî åñòü ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå îò ÷àñòíîãî

ê îáùåìó.

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðîÿâëåíèé ïðî-

öåññà àáñòðàêòèçàöèè ìàòåìàòèêè âûñòóïàåò åå êàòåãîðèçàöèÿ. Ïåðâàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè

ïîñâÿùåíà â îñíîâíîì êàòåãîðèçàöèè òåîðèè Ãàëóà, à òàêæå âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè ðàç-

ëîæåíèÿ îáúåêòà íà íåðàçëîæèìûå ñîñòàâëÿþùèå è òåîðèè îáúåêòîâ ñ îäíîé áèíàðíîé
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îïåðàöèåé.

Îäíîé èç áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ãäå â ïîñëåäíèå

äåñÿòèëåòèÿ çàôèêñèðîâàí âïå÷àòëÿþùèé ïðîãðåññ, ïîâëèÿâøèé íà îáùåå ðàçâèòèå ìà-

òåìàòèêè, åå îáùèé îáëèê ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè

ïîñâÿùåíà òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, â îñíîâíîì � òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà äâó-

ëèñòíûõ íàêðûòèé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

Â ïëàíå îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ èíòåðåñíîé è âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðåõîä îò êîíêðåòíûõ ïîëåé, ñêàæåì, âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ê ïðî-

èçâîëüíûì ïîëÿì, âûÿñíåíèå âîïðîñà, êàê ïðè ýòîì âèäîèçìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî-

ðèÿ. Â òðåòüåé ÷àñòè äèññåðòàöèè êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ê íîðìàëüíîìó âèäó îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ k áåç

îãðàíè÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì îïåðàòîðà.

Öåëü ðàáîòû. Îáùàÿ öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû â íàçâàííûõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ, ðàçâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðèè. Áîëåå êîíêðåòíûå öåëè ïî ðàçëè÷íûì ÷àñòÿì

äèññåðòàöèè êðàòêî ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îñíîâíàÿ öåëü ïåðâîé ÷àñòè - ðàçâèòü êàòåãîðíóþ òåîðèþ Ãàëóà, êîòîðàÿ îáúåäèíÿëà

áû, âêëþ÷àëà â ñåáÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå òåîðèè Ãàëóà, â òîì

÷èñëå, êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ Ãàëóà, äèôôåðåíöèàëüíóþ òåîðèþ Ãàëóà è äð., ïîëó÷èòü

àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà â îáùåì ñëó÷àå.

Öåëüþ ïåðâîãî àïïåíäèêñà ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåíåñåíèå ðåçóëü-

òàòîâ Êðóëëÿ-Ðåìàêà-Øìèäòà-Àòüè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ îáú-

åêòîâ îïðåäåëåííûõ òèïîâ â íåñîêðàòèìîå îáúåäèíåíèå (ïðÿìóþ ñóììó, ïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå) íåïðèâîäèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ (ïîäîáúåêòîâ) â ñèòóàöèþ îáùèõ (àáñòðàêòíûõ)

êàòåãîðèé ñ òàêèì îáîáùåíèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûé îõâàòûâàë áû òàêæå òåîðåìó

Ïóàíêàðå î ïîëíîé ïðèâîäèìîñòè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Öåëü âòîðîãî àïïåíäèêñà � çà-

ëîæèòü îñíîâû åäèíîãî êàòåãîðíîãî èçó÷åíèÿ îáúåêòîâ ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé.

Îñíîâíàÿ öåëü âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè � èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà äâóëèñòíûõ

íàêðûòèé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, èìåþùèõ íå áîëåå äâóõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, èññëåäîâàíèå
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ñëó÷àåâ èõ ñîâïàäåíèÿ ñ ÿêîáèåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.Â ïåðâîé

ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðèìèàíû íàêðûòèé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, âî âòîðîé è òðåòüåé

ãëàâàõ � òðèãîíàëüíûõ êðèâûõ. Âî âòîðîé ãëàâå ðàçâèâàåòñÿ îñíîâíîé òåõíè÷åñêèé àïïà-

ðàò �îáùèé ìåòîä áàøåí àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé, êîòîðûé

àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Ãëàâíîé öåëüþ ÷åòâåðòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

êëàññèôèêàöèÿ è îïèñàíèå òåòðàãîíàëüíûõ êðèâûõ.

Íàêîíåö, öåëü òðåòüåé ÷àñòè � îáîáùèòü òåîðåìó Æîðäàíà î ñòðîåíèè ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íà ñàìûé îáùèé ñëó÷àé: ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ñ ïðîèçâîëüíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå,

îïðåäåëåííîì íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Ìåòîäèêà. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè Ãàëóà è ëèíåéíîé àëãåáðû, êàòå-

ãîðíûå è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, à òàêæå ðàçâèòûé âî âòîðîé ãëàâå âòîðîé ÷àñòè

½ìåòîä áàøåí êðèâûõ è íàêðûòèé“.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå àâòîðñêèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Âàæíåéøèìè èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿþòñÿ: àíàëîãè îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè Ãàëóà

â ñëó÷àå îáùèõ (ïåðâàÿ ãëàâà ïåðâîé ÷àñòè) è ðåãóëÿðíûõ (âòîðàÿ ãëàâà ïåðâîé ÷àñòè)

êàòåãîðèé; îñíîâíàÿ òåîðåìà ïåðâîãî àïïåíäèêñà î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòà

â âèäå íåñîêðàòèìîãî îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ; îñíîâíàÿ òåîðåìà âòîðîãî

àïïåíäèêñà î ïðåäñòàâëåíèè, àññîöèèðîâàííîì ñ áèíàðàìè; îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà

äâóëèñòíûõ íàêðûòèé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñ íå áîëåå, ÷åì äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ

ïðè ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé (ãëàâà 1 ÷àñòè II) è òðèãîíàëüíîé (ãëàâû 2 è 3 ÷àñòè II) íàêðû-

âàåìîé êðèâîé; ðàçâèòèå ½ìåòîäà áàøåí êðèâûõ è íàêðûòèé“ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãî-

îáðàçèé Ïðèìà (âòîðàÿ ãëàâà âòîðîé ÷àñòè), êëàññèôèêàöèÿ è îïèñàíèå òåòðàãîíàëüíûõ

êðèâûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Ãàëóà (÷åòâåðòàÿ ãëàâà âòîðîé ÷àñòè), ½ñåïàðàáåëüíàÿ

îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà î íîðìàëüíîì âèäå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà“ (ãë.1, ÷àñòü III),

"îáùàÿ îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà î íîðìàëüíîì âèäå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà“ (ãëàâû 2

è 3 ÷àñòè III); êðèòåðèé ñóæàåìîñòè ïîëÿ ñêàëÿðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (ãë. 2, ÷àòü III);

àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû (âòîðîãî ðîäà) ëèíåé-
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íîãî îïåðàòîðà è ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñà.

Ê ýòîìó ïåðå÷íþ íàäî äîáàâèòü ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â çàêëþ÷åíèè: îá N-êàòåãîðèÿõ;

î ïðèìåíåíèè 2-êàòåãîðèé â êàòåãîðíîé òåîðèè Ãàëóà; î ñëàéñ-êëàññèôèêàöèè êàòåãîðèé

êîàëãåáð äëÿ êîìîíàä; î ñóùåñòâîâàíèè íåíàñëåäñòâåííûõ ìîíîìîðôèçìîâ â êàòåãîðíîé

òåîðèè ãðóïï, îá îäíîì ïîäõîäå ê âîïðîñó êàòåãîðèçàöèè îñíîâàíèé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàê-

òåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò íàéòè (è ÷àñòè÷íî óæå íàøëè) ïðèìåíåíèå â êîíêðåò-

íûõ (½÷àñòíûõ“) òåîðèÿõ Ãàëóà, â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà,

â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, â òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ëèíåéíîé àëãåáðå.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òåìîé äèññåðòàöèè, â ðàçíîå âðåìÿ äîêëàäûâà-

ëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ â Ìàòåìàòè÷åñêîì Èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà â Ìîñêâå,

â Ìîñêîâñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå èìåíè Ëîìîíîñîâà, â Åðåâàíñêîì Ãîñóäàð-

ñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå, â Èíñòèòóòå Ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Àðìåíèè, â Ìàòåìàòè÷åñêîì Öåí-

òðå ïàðèæñêîé Ecole Polytechnique â Ïàëåçî, à òàêæå íà (ìåæäóíàðîäíûõ) êîíôåðåíöèÿõ

â Åðåâàíå, ßðîñëàâëå, Ìèíñêå, Êèøèíåâå, Íîâîñèáèðñêå, Òåáðèçå, Òåãåðàíå, Ïëîâäèâå,

Ìîíòåðåå (ÑØÀ).

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, óñïåëè ïîëó÷èòü îïðåäåëåííîå ïðèçíàíèå. Îíè

öèòèðóþòñÿ À.Í.Òþðèíûì [111], Ó.Â.Äåñàëîì è Ñ.Ðàìàíàíîì [82], Â.È.Êàíåâûì [94], [95],

Â.Â.Øîêóðîâûì [115], Â.Ñ.Êóëèêîâûì è Ï.Â.Êóð÷àíîâûì [106], È.À.Òàéìàíîâûì [109],

À.Í.Ïàðøèíûì è È.Ð.Øàôàðåâè÷åì [108], À.Âåððà [104], Ð.Ë.Ôåðíàíäåñîì è Ï.Âàíàåêå

[89], Â.Äðàãîâè÷åì è Á.Ãàäæè÷åì [84] � [87], Â.È.Êàíåâûì è Ã.Ëàíãå [96] è äð. Ðåçóëüòàòû,

èçëîæåííûå â ïåðâîé ãëàâå âòîðîé ÷àñòè, ïîëó÷èëè íàçâàíèå òåîðèè Ìàìôîðäà-Äàëàëÿíà.

Îäíàêî, ïîÿâèëèñü òàêæå ñòàòüè, ãäå ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ ñî ññûëêîé íà îäíîãî

Ìàìôîðäà ([78], [79], [80]).

Ïóáëèêàöèè. Òåìà äèññåðòàöèè îñâåùåíà â 26 ñòàòüÿõ è òåçèñàõ äîêëàäîâ íà ðàçëè÷íûõ

êîíôåðåíöèÿõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèëàãàåòñÿ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ îñíîâíûõ ÷àñòåé, çà-
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êëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò òðè ãëàâû è äâà Appendix-à, âòî-

ðàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ, òðåòüÿ � èç òðåõ. Ãëàâû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðàãðàôû. Â

êàæäîé ãëàâå, â îñíîâíîì, èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå îäíîé-äâóõ ñòàòåé àâòîðà. Äèññåðòàöèÿ

èçëîæåíà íà 273 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 132 íàèìåíîâàíèÿ.

Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó îïèñàíèþ ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Êàæäàÿ èç òðåõ ÷àñòåé äèññåðòàöèè íà÷èíàåòñÿ ñ íåáîëüøîãî ïðåäèñëîâèÿ (êðàòêî-

ãî èñòîðè÷åñêîãî îáçîðà, íè â êîåì ñëó÷àå íå ïðåòåíäóþùåãî íà ïîëíîòó), ââîäÿùåãî â

ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ ýòîé ÷àñòè. Âñå óòâåðæäåíèÿ äèññåðòàöèè, à òàêæå ôîðìóëû íóìå-

ðóþòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè â ïðåäåëàõ êàæäîé ÷àñòè, ãëàâû, êàæäîãî ïàðàãðàôà. Ñèìâîë

� óêàçûâàåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.

Â ÷àñòè I ñîáðàíû êàòåãîðíûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ýòîé ÷àñòè ðåçóëüòàòû îñíîâíîé òåîðåìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà

ïåðåíîñÿòñÿ (ïî ìåðå âîçìîæíîñòè) íà îáùèå àáñòðàêòíûå êàòåãîðèè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû îïðåäåëÿþòñÿ è èññëåäóþòñÿ ïîëóãðóïïû è ãðóïïû,

åñòåñòâåííî àññîöèèðóåìûå ñ ìîðôèçìàìè ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ A è B íà EndA ×Mor (A,B) ×EndB

îïðåäåëèì òåðíàðíîå îòíîøåíèå ðàâåíñòâîì αϕ = ϕβ . Áóäåì íàçûâàòü α ïåðåñòàíîâî÷-

íûì ñëåâà, β � ïåðåñòàíîâî÷íûì ñïðàâà ýíäîìîðôèçìîì, (α, β) � ïàðîé àññîöèèðîâàííûõ

ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýíäîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ .

Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð àññîöèèðîâàííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýíäîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåò

òðàíçèòèâíîå ïîëóãðóïïîâîå ñîîòâåòñòâèå E(ϕ) íà EndA×EndB , à ìíîæåñòâî âñåõ ïàð àñ-

ñîöèèðîâàííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ � òðàíçèòèâíîå ãðóïïîâîå ñîîòâåòñòâèå

A(ϕ) íà AutA× AutB (ïðåäëîæåíèå 1.1.1). Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå

è ëåâûå îáðàçû ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâèÿ E(ϕ) è îòîáðàæåíèÿ

B(End(A))ϕE B(End(B)), B(End(B))ϕE B(End(A))
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è àíàëîãè÷íî ϕA è ϕA äëÿ A(ϕ) . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè èçîòîííû, êîìïîçèöèè ϕE ◦

ϕE , ϕE ◦ ϕE , ϕA ◦ ϕA, ϕA ◦ ϕA � óâåëè÷èâàþùèå îòîáðàæåíèÿ, à îòîáðàæåíèÿ ϕE , ϕ
E

è ϕA, ϕ
A êâàçèîáðàòíû äðóã ê äðóãó, íàêîíåö, îòîáðàæåíèÿ ϕE è ϕE ïåðåâîäÿò ïîäïî-

ëóãðóïïû ñ åäèíèöåé â ïîäïîëóãðóïïû ñ åäèíèöåé, à îòîáðàæåíèÿ ϕA è ϕA ïåðåâîäÿò

ïîäãðóïïû â ïîäãðóïïû (ïðåäëîæåíèå 1.1.2). Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà îïðåäåëÿ-

þòñÿ àëëîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà S(ϕ) = (EndA)ϕE , àëëîòðîïíàÿ ãðóïïà G(ϕ) = (AutA)ϕA ,

èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà Sϕ = {1A}ϕE , èçîòðîïíàÿ ãðóïïà Gϕ = {1A}ϕA . Äâîéñòâåííî

îïðåäåëÿþòñÿ êîàëëîòðîïíûå è êîèçîòðîïíûå ïîëóãðóïïû è ãðóïïû.

Åñëè ϕ ìîíîìîðôèçì, òî èìååì ãîìîìîðôèçì ïîëóãðóïï S(ϕ) ϕE EndA ñ îáðàçîì S(ϕ) ,

è ãîìîìîðôèçì ãðóïï G(ϕ) ϕA AutA ñ îáðàçîì G(ϕ) è ÿäðîì Gϕ (ïðåäëîæåíèå 1.1.3). Ïðè

èçîìîðôèçìå AϕB èìååì èçîìîðôèçìû ïîëóãðóïï ýíäîìîðôèçìîâ

(EndA)ϕE(EndB) | αϕE = ϕ−1αϕ, (EndB)ϕE(EndA) | βϕE = ϕαϕ−1

è àíàëîãè÷íûå èçîìîðôèçìû ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ AutA è AutB . Ïîëóãðóïïà èçîòðî-

ïèè Sϕ è ãðóïïà èçîòðîïèè Gϕ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé ýëåìåíòàìè àëëî-

òðîïíîé ãðóïïû G(ϕ) (ïðåäëîæåíèå 1.1.5). Ïîýòîìó íîðìàëèçàòîðû ïîëóãðóïïû èçîòðî-

ïèè Sϕ è ãðóïïû èçîòðîïèè Gϕ â ãðóïïå AutB ñîäåðæàò àëëîòðîïíóþ ãðóïïó G(ϕ) .

Äàëåå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ïîëóãðóïï è ãðóïï, àññîöèèðîâàííûõ ñ ìîðôèçìàìè AϕB ,

BψC , AχC â òîì ñëó÷àå, êîãäà χ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ϕ è ψ . Åñëè χ = ϕψ è ϕ �

èçîìîðôèçì, òî èìååì ðàâåíñòâî èçîòðîïíûõ ïîëóãðóïï Sχ = Sψ è ãðóïï Gχ = Gψ .

Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû è èçîòðîïíîé ãðóïïû

ïîäîáúåêòà ñ ïîìîùüþ åãî ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ. Äâîéñòâåííî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ

êîèçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû è ãðóïïû ôàêòîðîáúåêòà.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ìîðôèçìû, ñòàíäàðòíî àññîöèèðóåìûå ñ ïîäìíîæå-

ñòâàìè ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ìîðôèçì KκA íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíûì èëè ñòàáèëüíûì îòíî-

ñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ M ⊂ EndA , åñëè îí ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî âñåõ

α ∈M : κα∗ = κ · α = κ
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ǍM è PM(A) , ñîîòâåòñòâåííî, êëàññû âñåõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò A

è âñåõ ïîäîáúåêòîâ ýòîãî îáúåêòà, ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî M . Ïðèíàäëåæàùèé êëàññó

ǍM ìîíîìîðôíûé ïðàâûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ ñòàáè-

ëèçàöèåé îáúåêòà A ïî M .

Ñòàáèëèçàöèÿ ëþáîãî îáúåêòà ïî ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó åãî ïîëóãðóïïû ýí-

äîìîðôèçìîâ â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà

èçîìîðôèçìû, ò.å. ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ïîäîáúåêòîì ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà, îïðåäå-

ëåííûì îäíîçíà÷íî. Òî÷íåå, îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïîäîáúåêòîì êëàññà PM(A) .

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ìîðôèçì KκA íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ñòàáèëèçàöèåé, åñëè ÿâëÿ-

åòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî åäèíñòâåííîé ïîëóãðóïïå ýíäîìîðôèçìîâ S ⊂ EndA , çàìêíóòîé

îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Ãëàâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.2.7. Åñëè ìîðôèçì KκA ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé, òî

(i) íîðìàëèçàòîð åãî èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû Sκ â ãðóïïå AutA ñîäåðæèò àëëîòðîï-

íóþ ãðóïïó G(κ) è ñîäåðæèòñÿ â àëëîòðîïíîé ïîëóãðóïïå S(κ) ìîðôèçìà κ;

(ii) íîðìàëèçàòîð èçîòðîïíîé ãðóïïû Gκ ìîðôèçìà κ â AutA ñîâïàäàåò ñ àëëîòðîï-

íîé ãðóïïîé G(κ) ýòîãî ìîðôèçìà.

Òåîðåìà 1.2.13. Ïóñòü χ = ϕψ � ñîâåðøåííàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè G,

à ψ � ñòàáèëèçàöèÿ ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè H . Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,

ïðè÷åì ϕ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî Gψa ∼= G /H â òîì ñëó÷àå, êîãäà H � íîðìàëüíûé

äåëèòåëü ãðóïïû G. Îáðàòíî, åñëè ϕ � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó àâòîìîðôèçìîâ,

ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ψ , òî H � íîðìàëüíûé äåëèòåëü G.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà ìåæäó îðäèíàëàìè, ñîîò-

âåòñòâóþùåé åìó îïåðàöèè çàìûêàíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà 1.3.3.

Îïðåäåëåíèÿ 1.3.1 è 1.3.2. Ïàðà îòîáðàæåíèé îðäèíàëîâ Xw∗Y , Yw∗X , ãäå (à) w∗ è

w∗ � àíòèèçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ; (á) w∗w
∗ and w∗w∗ � óâåëè÷èâàþùèå îòîáðàæåíèÿ,

íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà. Ýëåìåíòû ū = uw∗w
∗ è v̄ = vw∗w∗ íàçûâàþòñÿ çà-

ìûêàíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòîâ u ∈ X è v ∈ Y îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà
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w .

Ïîëó÷åííûå äëÿ òàêîãî îáùåãî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà è àññîöèèðîâàííîé ñ íèì îïåðàöèè

çàìûêàíèÿ ñâîéñòâà ïðèìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü A îáúåêò ïðîèçâîëüíîé

êàòåãîðèè. Îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå r(A) èç Ǎ â Â×Â êàê êëàññ âñåõ òðîåê ìîðôèçìîâ

(ϕ, ψ1, ψ2) ∈ Ǎ×(Â×Â) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó ϕψ1 = ϕψ2 . Ïàðà r(A) îòîáðàæåíèé

B(Ǎ)r(A)∗B(Â× Â) è B(Â× Â)r(A)∗B(Ǎ) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâèÿìè Ãàëóà.

Òåîðåìà 1.3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò A îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

(à) ëþáîé ìîðôèçì â îáúåêò A ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ êîîáðàçà è îáðàçà;

(á) äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A ñóùåñòâóåò ñóììà (= êîìïîçèò);

(â) îáðàç êàæäîãî êëàññà A ∈ B(Â× Â) îòíîñèòåëüíî r(A)∗ ñóïåðíîðìàëåí.

Òîãäà ñëåäóþùèå êëàññû áèåêòèâíû.

(i) Êëàññ B0(Ǎ) ýëåìåíòîâ a ∈ B(Ǎ), çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî r(A).

(i ′ ) Êëàññ P0(A) âñåõ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A, ÿâëÿþùèõñÿ óíèâåðñàëüíûìè óðàâíè-

òåëÿìè ïîäêëàññîâ A êëàññà Â× Â.

(ii) Êëàññ B0(Â× Â) ýëåìåíòîâ A ∈ B(Â× Â), çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî r(A).

(ii ′ ) Êëàññ P0(AutA) âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû AutA, ÿâëÿþùèõñÿ ãðóïïàìè èçîòðîïèè

ïîäêëàññîâ a êëàññà Ǎ.

Òåîðåìû 1.2.13 è 1.3.3 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè îñíîâíîé òåîðåìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè

Ãàëóà â îáùåêàòåãîðíîé ñèòóàöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàòåãîðèè, áîëåå áëèçêèå ê êàòåãîðèè

ïîëåé è äëÿ íèõ ïîëó÷àåòñÿ ïîëíûé àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ è èçó÷àþòñÿ ëåâûå (äâîéñòâåííî � ïðàâûå) è äâóñòî-

ðîííèå ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ìîðôèçìà, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçè ýòèõ ìíîæåñòâ ñ (êî)èçîòðîïíûìè

ãðóïïàìè.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ êëþ÷åâîå äëÿ âñåé ãëàâû ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìîðôèç-

ìà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

BψC , åñëè èç ðàâåíñòâà ϕψ = ϕψ′ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ψ′ = ψγ ïðè íåêîòîðîì àâòîìîð-
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ôèçìå γ .

Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè. Âûâîäÿòñÿ íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

ðåãóëÿðíîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé (ïðåäëîæåíèå 2.2.2 è ñëåäñòâèå èç íåãî).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå íîðìàëüíîñòü ìîðôèçìà AϕB îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BψC

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: χ = ϕψ = ϕψ′ =⇒ ψ′ = βψ, β ∈ AutB . Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà

íîðìàëüíîñòè ìîðôèçìà, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèì ïîíÿòèåì è íîðìàëüíûìè

ðàñøèðåíèÿìè ïîëåé (ïðåäëîæåíèå 2.3.4).

Ñëåäóþùèå òðè ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíû âîïðîñàì ñåïàðàáåëüíîñòè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü ñåïàðàáåëüíîñòè sepχϕ ìîðôèçìà AϕB

â ìîðôèçìå AχC êàê ìîùíîñòü |ϕ\χ| ìíîæåñòâà ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ . Åñëè ìîðôèçì ϕ

ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå χ , òî ìíîæåñòâî ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ áèåêòèâíî ìíîæåñòâó ëåâûõ

ñìåæíûõ êëàññîâ Gψ\Gχ ïðè ëþáîì ψ ∈ ϕ\χ . Ïîýòîìó sepχϕ ðàâíà èíäåêñó ïîäãðóïïû

Gψ èçîòðîïíîé ãðóïïû Gχ . Åñëè ìîðôèçì ϕ íîðìàëåí â ìîðôèçìå χ , òî ϕ\χ áèåêòèâíî

èçîòðîïíîé ãðóïïå Gϕ , ñëåäîâàòåëüíî, sepχϕ = |Gϕ| . Äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ìóëüòèïëè-

êàòèâíîñòè ñòåïåíè ñåïàðàáåëüíîñòè: åñëè ñëîè ψ\v âñåõ òî÷åê v ∈ ϕ\u ðàâíîìîùíû, òî

sepuχ = sepuϕ · sepvψ .

Ñ ïîìîùüþ ñòåïåíè ñåïàðàáåëüíîñòè â ïÿòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñòàÿ íåñå-

ïàðàáåëüíîñòü ìîðôèçìà AϕB îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BvW (â ìîðôèçìå u = ϕv ) ïî-

ñðåäñòâîì óñëîâèÿ |ϕ\u| = sepuϕ = 1 è èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÷èñòîé íåñåïàðàáåëüíîñòè.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîñòü ìîíîìîðôèçìà AϕB îòíîñèòåëü-

íî ìîíîìîðôèçìà BvW òðåáîâàíèåì, ÷òîáû èç ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ ÷àñòíûõ η\ηv = η′\η′v

äëÿ ïðàâûõ ìîíîìîðôíûõ äåëèòåëåé XηB è X ′η′B ìîðôèçìà ϕ ñëåäîâàëî ñóùåñòâîâàíèå

èçîìîðôèçìà XσX ′ ' òàêîãî, ÷òî η′ = ση .

Ìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì â ìîðôèçìå AuW , åñëè ϕ ñåïàðàáåëüíî îò-

íîñèòåëüíî ëþáîãî v ∈ ϕ\u . Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòè ìîðôèçìà ϕ â u ñåïàðàáåëüíîñòü ϕ â

u ñâîäèòñÿ ê ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî v ∈ ϕ\u . Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà

ñåïàðàáåëüíîñòè. Ââåäåííîå îáùåêàòåãîðíîå ïîíÿòèå ñåïàðàáåëüíîñòè ìîðôèçìà AϕB â

ìîðôèçìå AuW â êàòåãîðèè ïîëåé ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì ñåïàðàáåëüíîñòè
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àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ϕ , åñëè â êà÷åñòâå u âçÿòü, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêîå

çàìûêàíèå ïîëÿ A .

Ñåäüìîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ìîðôèçìàì Ãàëóà. Ìîðôèçì AχC íàçûâàåòñÿ ìîðôèç-

ìîì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî CwW (èëè â u = χw), åñëè îí ðåãóëÿðåí, íîðìàëåí è ñåïàðà-

áåëåí îòíîñèòåëüíî w (ñîîòâ., â u). Îïðåäåëÿåìûé ìîðôèçìîì Ãàëóà ïîäîáúåêò îáúåêòà

C íàçûâàåòñÿ ïîäîáúåêòîì Ãàëóà. Ãðóïïà èçîòðîïèè Gχ ìîðôèçìà Ãàëóà χ íàçûâàåòñÿ

ãðóïïîé Ãàëóà. Ëþáîé ìîðôèçì BψC äåëÿùèé χ ñïðàâà, òàêæå áóäåò ìîðôèçìîì Ãàëóà.

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîäãðóïïû ãðóïïû Ãàëóà íàçûâàþòñÿ ïîäãðóïïàìè Ãàëóà. Çäåñü äî-

êàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû.

Òåîðåìà 2.7.6. Ïóñòü AχC � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî CwW (â u = χw) è χ =

ϕψ � ïðîèçâîëüíîå ðàçëîæåíèå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(à) Ìîðôèçì ψ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî w (â v = ψw);

(á) Åñëè ñóùåñòâóåò êîìïîçèò ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ â îáúåêòå C , òî ñóùåñòâóþò

ñòàáèëèçàöèè ïî âñåì ïîäãðóïïàì Ãàëóà H ãðóïïû Ãàëóà Gχ è èíäóöèðîâàííàÿ ïàðà

îòîáðàæåíèé ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ñ ìíîæåñòâàìè çàìêíóòûõ ýëåìåíòîâ

Pχ(C) è PGal(G), êîòîðûå a pasteriori 6èåêòèâíû.

(â) Åñëè ìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî v (â u), òî ãðóïïà

Ãàëóà Gψ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì ãðóïïû Ãàëóà Gχ . Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ

âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñÿêèõ äâóõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò C ñóùåñòâóåò êîì-

ïîçèò è êàæäûé ìîðôèçì ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ϕ\u äåëèòñÿ íà ψ . Ïðè ýòîì ãðóïïà

Ãàëóà Gϕ èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå Gχ\Gψ .

Çàêëþ÷èòåëüíûé âîñüìîé ïàðàãðàô ýòîé ãëàâû ïîñâÿùåí ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèÿì.

Îáúåêò A íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíî çàìêíóòûì, åñëè èç ðåãóëÿðíîñòè ìîðôèçìà AϕB îòíî-

ñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìîðôèçìà BϕC (èëè â ìîðôèçìå χ = ϕψ ) ñëåäóåò, ÷òî ϕ � èçîìîð-

ôèçì. Ìîðôèçì AuW íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì îáúåêòà A , åñëè (i) îáúåêò

W ðåãóëÿðíî çàìêíóò; (ii) ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BψC (â

χ = ϕψ ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = χw äåëèòñÿ íà χ . Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ,

ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà A îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà



Ââåäåíèå 16

îáúåêòà W .

Òåîðåìà 2.7.6 ïðèíèìàåò âïîëíå êëàññè÷åñêèé âèä, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáúåêò A

îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì, à îáúåêò C � êîìïîçèòàìè ïîäîáúåêòîâ. Òàêèì îáðà-

çîì, â êëàññè÷åñêîì âèäå òåîðåìà Ãàëóà âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êàòåãîðèé ñ ðåãóëÿðíûìè

çàìûêàíèÿìè è êîìïîçèòàìè ïîäîáúåêòîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íîðìàëèçàöèè ìîíîìîðôèçìà â îáùèõ êàòåãîðè-

ÿõ, óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (òåîðåìû 3.2.1 è 3.2.6). Äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ñòeïeíü ñåïàðàáåëüíîñòè ìîíîìîðôèçìà AϕB â ìîíîìîðôèçìå AuW ðàâíà èíäåêñó

ãðóïïû èçîòðîïèè åãî íîðìàëèçàöèè AχC â u îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîòðîïèè ìîíîìîð-

ôèçìà ψ ∈ ϕ\χ (òåîðåìà 3.3.1).

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïðèëîæåíèÿ � îñíîâíàÿ òåîðåìà ïàð. 6 î åäèíñòâåííîñòè

íåñîêðàòèìîãî ðàçëîæåíèÿ îáúåêòà â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïîä-

îáúåêòîâ â êàòåãîðèè ñ íóëåâûìè ìîðôèçìàìè ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

è ñëåäñòâèå èç íåå, îõâàòûâàþùèå íå òîëüêî ñëó÷àé ïðÿìîé ñóììû ïîäîáúåêòîâ è èçî-

ìîðôèçìà ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò (ïàð. 7), íî è èçîãåíèþ îáúåêòà

ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòûõ ïîäîáúåêòîâ, êàê â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ([42], òåîðåìà

Ïóàíêàðå î ïîëíîé ïðèâîäèìîñòí è ñëåäñòâèÿ èç íåå).

Âî âòîðîì Appendix-e ñòðîèòñÿ èåðàðõèÿ êàòåãîðèé áèíàðîâ CT òèïà T , ââîäÿòñÿ ïîíÿ-

òèÿ ïðåäêàòåãîðèè è ïðåäôóíêòîðà è ñ ïîìîùüþ çàáûâàþùåãî ôóíêòîðà è íåêîòîðîé ïðî-

öåäóðû ½âñïîìèíàíèÿ“ îïðåäåëÿþòñÿ èíúåêòèâíûå ôóíêòîðû F(D, CT ) eF F(D, C)T äëÿ

ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C è ïðåäêàòåãîðèè D . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ íà òèï T èëè êàòåãîðèþ C ýòîò ôóíêòîð îáðàòèì (òåîðåìà 5.3.1).

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè � àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêàÿ. Êàê èçâåñòíî, îäíîé èç âàæíåé-

øèõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå áèðàöèîíàëüíîãî òèïà àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Åñ-

ëè òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé áûëà

ñðàâíèòåëüíî äàâíî è õîðîøî èçâåñòíà, äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé óæå âîïðîñ ðàöèî-

íàëüíîñòè è óíèðàöèîíàëüíîñòè êóáèêè â P4 îêàçàëñÿ î÷åíü òðóäíûì è áûë ðåøåí òîëüêî
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â 1972 ãîäó Êëåìåíñîì è Ãðèôôèòñîì ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà ([81]).

Íå òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå, íî è â ðÿäå äðóãèõ (íàïðèìåð, ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ êâàäðèê, ðàññëî-

åíèÿ íà êîíèêè [110], [112], [76], [77]) ñðåäíèé ÿêîáèàí âîçíèêàåò êàê ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà

äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ êðèâûõ è ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îòëè÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ïðè-

ìà îò ÿêîáèàíà êðèâîé. Â ýòîì âîïðîñå îñíîâîïîëàãàþùèì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Ìàìôîðäà ([101]).

Òåîðåìà. Ïóñòü π : C̃ → C � íåðàçâåòâëåííîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå êðèâûõ, (P,Ξ) �

ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà. Òîãäà, åñëè ðîä g(C) ≥ 5

è êðèâàÿ C íå ãèïåðýëëèïòè÷íà, òî dim singΞ ≤ g−5 , ïðè÷åì ðàâåíñòâî dim singΞ = g−5

âîçìîæíî òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) C - òðèãîíàëü, ò.å. òðåõëèñòíîå íàêðûòèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé;

2) C � ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ò.å. äâóëèñòíîå íàêðûòèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé;

3) C � íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 5;

4) C � íåêàÿ ñïåöèàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 5.

Ãëàâíàÿ öåëü âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè � èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ ñîâïàäåíèÿ ìíîãîîá-

ðàçèé Ïðèìà ñ ÿêîáèàíàìè êðèâûõ.

Êàòåãîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé, îïðåäåëåííûõ íàä

ïîëåì k , äâîéñòâåííà êàòåãîðèè êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ k[t]

ýòîãî ïîëÿ è èìååò ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè (êîòîðûå â äîñòàòî÷íî ïîë-

íîì îáúåìå ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå àâòîðà [20]). Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íàêðûòèÿ êðèâûõ

ñóòü ãðóïïà Ãàëóà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Ïîýòîìó òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè Ãàëóà.

Îñíîâíîé îáúåêò èçó÷åíèÿ � äâóëèñòíîå íàêðûòèå π : C̃ → C (ïîëíûõ íåîñîáûõ)

àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è àññîöèèðîâàííîå ñ òàêèì íàêðûòèåì ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà Pπ ,

òî åñòü ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà íóëÿ íîðìåííîãî îòîáðàæåíèÿ ÿêîáèàíîâ Nm : J(C̃)→ J(C) .

Åñëè ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ π íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, òî êàíîíè÷åñêàÿ ãëàâíàÿ

ïîëÿðèçàöèÿ Θ(C̃) ÿêîáèàíà J(C̃) âûñåêàåò íà Pπ óäâîåííóþ ãëàâíóþ ïîëÿðèçàöèþ Ξπ .

Â ãëàâàõ 1 � 3 èçó÷àþòñÿ ñëó÷àè èçîìîðôèçìà ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîãî ïðèìèàíà (Pπ,Ξπ)
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êàíîíè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîìó ÿêîáèàíó (J(X),Θ(X)) íåêîòîðîé êðèâîé X .

Â ïåðâîé ãëàâå âòîðîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà C � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ

êðèâàÿ, ò.å. äîïóñêàåò äâóëèñòíîå (½ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå“) íàêðûòèå h : C → P1 .

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé íåðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ. Òàêèå íàêðû-

òèÿ áèåêòèâíû ìíîæåñòâó J2(C) òî÷åê âòîðîãî ïîðÿäêà ÿêîáèàíà J(C) . Óñòàíàâëèâàåò-

ñÿ áèåêöèÿ ìåæäó òî÷êàìè J2(C) è ïàðàìè âçàèìíî äîïîëíÿþùèõ ïîäìíîæåñòâ ÷åòíîé

ìîùíîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ π . Ïóñòü C1 è C2 � ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå

êðèâûå, ñîîòâåòñòâåííî ðàçâåòâëåííûå íàä òî÷êàìè ýòèõ ïàð ïîäìíîæåñòâ. Äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà Pπ,Ξπ èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ

(J(C1),Θ(C1)) × (J(C2),Θ(C2)) . Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îäíîâðåìåííî ïîëó÷åí Ä. Ìàìôîð-

äîì è àâòîðîì, èìåë ïðèëîæåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ([84] � [87]) è ïîëó÷èë íàçâàíèå

½òåîðèÿ Ìàìôîðäà � Äàëàëÿíà“.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ ñâîäêà îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ñîãëàøåíèé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ π : C̃ → C , äëÿ êîòîðûõ èìååò-

ñÿ äâóëèñòíîå íàêðûòèå h : C → X ñî ñêâîçíûì íàêðûòèåì π◦h , ÿâëÿþùèìñÿ íàêðûòèåì

Ãàëóà ñ êëåéíîâîé ãðóïïîé Ãàëóà K = Z/2Z×Z/2Z . Ôàêòîðèçóÿ C̃ ïî äåéñòâèþ ïîäãðóïï

ãðóïïû K , ïîëó÷àåì áàøíþ ñ êëåéíîâîé ãðóïïîé Ãàëóà. Íà ìíîæåñòâå CovC âñåõ òàêèõ

íàêðûòèé ââîäèòñÿ ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà ïîñðåäñòâîì óêàçàííûõ áàøåí è èçó÷àþòñÿ åå

ñâîéñòâà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â êëåéíîâîé áàøíå âñå êðèâûå çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò

áûòü, π - ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ, òî ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà Pπ èçîãåííî ïðîèçâåäåíèþ

ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà Ph′ è Ph′′ íàêðûòèé h
′ è h′′ ïîñòðîåííîé êëåéíîâîé áàøíè, õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ÿäðî èçîãåíèè, ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå íà êàíîíè÷åñêèå ïîëÿ-

ðèçàöèè ïðèìèàíîâ. Ïðè X = P1 Ph′ è Ph′′ ïðåâðàùàþòñÿ â êàíîíè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííûå

ÿêîáèàíû.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ïðèìèàíû ðàçâåòâëåííûõ (â äâóõ òî÷êàõ) äâóëèñò-

íûõ íàêðûòèé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Äëÿ íèõ ñòðîèòñÿ áàøíÿ êðèâûõ è èõ äâó-

ëèñòíûõ íàêðûòèé, ñêâîçíîå íàêðûòèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãà-

ëóà, èçîìîðôíîé ãðóïïå (ñèììåòðèé) êâàäðàòà Q . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äâå òî÷êè âåòâ-
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ëåíèÿ íàêðûòèÿ π íå èíâîëþòèâíû îòíîñèòåëüíî ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè, òî â

½áàøíå êâàäðàòà“ èìååòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, (ïîëÿðèçîâàííûé) ÿêîáèàí êîòî-

ðîé èçîìîðôåí (êàíîíè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîìó) ïðèìèàíó íàêðûòèÿ π .

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå Ïðèìà, îïðåäåëÿåìîå ñîïîñòàâëåíèåì ýëå-

ìåíòó ñåìåéñòâà äâóëèñòíûõ íàêðûòèé êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà,

è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëàÿ ïëîñêîñòü íàêðûòèé ñ îäèíàêîâûì ìíîãîîáðàçèåì

Ïðèìà, õîòÿ íà îáùåì ñëîå îòîáðàæåíèÿ îíî èíúåêòèâíî.

Ïåðâûé ðàçäåë âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ òåõíèêè ½ìåòîäà áàøåí êðèâûõ è

íàêðûòèé“. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ êàòåãîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ êîíå÷-

íîëèñòíûõ íàêðûòèé. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ è èçó÷åíèþ

áàøåí êðèâûõ è íàêðûòèé ñî ñêâîçíûì íàêðûòèåì Ãàëóà, èçîìîðôíûì ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïå S3 (ïàð. 2), ãðóïïå êâàäðàòà Q (ïàð. 3), ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4 (ïàð. 4), çíàêî-

ïåðåìåííîé ãðóïïå A4 (ïàð. 5). Â ýòèõ ïàðàãðàôàõ âû÷èñëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè íàêðû-

òèé, èõ òî÷êè âåòâëåíèÿ, ðîäû êðèâûõ ýòèõ áàøåí, èçó÷àþòñÿ âîçìîæíîñòè èçîìîðôèçìà

ýòèõ êðèâûõ, èõ ïîëó÷åíèÿ êàê ðàññëîåííûõ ïðîèçâåäåíèé è ôàêòîðèçàöèé ïî äåéñòâèþ

ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ èç äðóãèõ êðèâûõ áàøíè èëè ïðîöåäóðû íîðìàëèçàöèè íàêðûòèé

ýòèõ áàøåí, ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ ýòèõ áàøåí è âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè ("ñâîéñòâî

îáðàòèìîñòè êîíñòðóêöèè“), à òàêæå èññëåäóþòñÿ äðóãèå ïîäîáíûå âîïðîñû.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîãî ðàçäåëà ýòîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ôóíêòîðèàëüíîñòü îòîá-

ðàæåíèÿ Ïðèìà. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áàøíÿõ ñ ãðóïïîé Ãàëóà S4

è A4 ñóùåñòâóþò äâóõëèñòíîå íàêðûòèå π è ÷åòûðåõëèñòíîå íàêðûòèå q ñ èçîãåííûìè

ìíîãîîáðàçèÿìè Ïðèìà

α : Pπ → Pq, α′ : Pq → Pπ,

òàê ÷òî α′ ◦α = 2Pπ , α∗(ρq) = 2ρπ , ãäå ρq, ρπ � ïîëÿðèçàöèè ïðèìèàíîâ, èíäóöèðîâàííûå

êàíîíè÷åñêèìè ïîëÿðèçàöèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿêîáèàíîâ. Åñëè íàêðûâàåìàÿ êðèâàÿ

íàêðûòèÿ π òðèãîíàëüíà è π ðàçâåòâëåíî íå áîëåå, ÷åì íàä äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè

â îäíîì ñëîå òðèãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ, òî ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

(Pπ,Ξπ) è (J(Y ), θ(Y )) èçîìîðôíû. (Çäåñü Y � íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ íàêðûòèÿ q .) Òàêèì
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îáðàçîì, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû îáîáùàåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ðåöèëëàñà [102].

Ñ ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâà îáðàòèìîñòè êîíñòðóêöèè áàøåí ñ ãðóïïîé Ãàëóà S3 èëè S4 ñëå-

äóåò îáîáùåíèå ½òåîðåìû Òîðåëëè“ îá èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Ïðèìà äëÿ ñåìåéñòâà

äâóëèñòíûõ íàêðûòèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîÿñíÿåòñÿ ñèòóàöèÿ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Ïî äâóëèñòíîìó íàêðû-

òèþ π : C̃ → C è òðåõëèñòíîìó íàêðûòèþ t : C → X ïîëíûõ íåîñîáûõ êðèâûõ ñòðîÿòñÿ

÷åòûðåõëèñòíîå íàêðûòèå q : Y → X è äâóëèñòíîå íàêðûòèå p : Ỹ → Y òàê, ÷òî ìíî-

ãîîáðàçèÿ Ïðèìà äâóëèñòíûõ íàêðûòèé ñâÿçàíû ïàðîé ãîìîìîðôèçìîâ, èíäóöèðóþùèõ

âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîðôèçìû ïðè X = P1 è íåêîòîðîì îãðàíè÷èòåëüíîì óñëîâèè íà

âåòâëåíèÿ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåò èçâåñòíóþ òåòðàãîíàëüíóþ êîíñòðóêöèþ Äîíàãè è

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ê åãî ãèïîòåçàì .

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ â ïàð. 1 äâóõ áàøåí äëÿ ñëó÷àåâ íîðìàëüíîãî è íå íîðìàëüíîãî

íàêðûòèÿ t , âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû Ãàëóà

âû÷èñëÿþòñÿ âåòâëåíèÿ íóæíûõ íàêðûòèé ýòèõ áàøåí è âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå íà ðîäû

ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ, ïðåâðàùàþùååñÿ â ðàâåíñòâî, êîãäà X ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ

èëè ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè èçîãåííîãî

âëîæåíèÿ α : Pπ → Pp è ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà α′ : Pp → Pπ , äëÿ êîòîðûõ

α′ · α = 4Pπ . Ïðè ýòîì

kerα ⊃ π∗(ker t∗) ∩ Pπ, kerα′ ⊃ p∗(ker q∗) ∩ Pp,

à êàíîíè÷åñêèå ïîëÿðèçàöèè ρπ è ρp ïðèìèàíîâ Pπ è Pp ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

α̂ · ρp · α = 4ρπ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ òðèãîíàëüíîé êðèâîé, ðàç-

âåòâëåííîãî íàä äâóìÿ òî÷êàìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè îäíîìó äèâèçîðó òðèãîíàëüíîãî

ðÿäà, ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ êðèâîé ñ ðÿäîì g1
4 .

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå,

íåñóùèå ïîëíûå ëèíåéíûå ðÿäû g1
4 áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü ÷åòûðåõëèñòíûå íà-
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êðûòèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 . Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ òåòðàãîíàëÿìè, à ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðÿäû è íàêðûòèÿ � òåòðàãîíàëüíûìè. Èíòåðåñ ê òåòðàãîíàëÿì îáóñëîâëåí, â

÷àñòíîñòè, òîé ðîëüþ, êîòîðóþ îíè èãðàþò â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà: âñå èñêëþ÷è-

òåëüíûå ñëó÷àè âûøåïðèâåäåííîé òåîðåìû Ìàìôîðäà îá îñîáåííîñòÿõ èíäóöèðîâàííîé

ïîëÿðèçàöèè ïðèìèàíîâ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé êðèâûõ ìîæíî îòíåñòè ê òåòðàãîíàëÿì,

åñëè ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå è òðèãîíàëüíûå íàêðûòèÿ ðàññìàòðèâàòü êàê âûðîæäåíèÿ íà-

êðûòèÿ òåòðàãîíàëüíîãî.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè ðÿäà äàííîãî ïîðÿäêà íà êðè-

âîé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóùåñòâóþò ïîëíûå ëè-

íåéíûå ðÿäû ßðè g1
p 6= g1

q áåç íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, òî íà íåé ñóùåñòâóåò ïîëíûé

ëèíåéíûé ðÿä g1
r , r ≤ p + q − 1 . Ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ñëó÷àè ñóùåñòâîâàíèÿ íà êðè-

âîé äâóõ òðèãîíàëüíûõ, òðèãîíàëüíîãî è òåòðàãîíàëüíîãî, äâóõ òåòðàãîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà êðèâûõ ðîäà g > 9 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüíî åäèí-

ñòâåííûé òåòðàãîíàëüíûé ðÿä. Íà òåòðàãîíàëüíûõ êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ ðÿä g1
4 ìîæåò

îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, íà ëþáîé íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, íåòðèãîíàëüíîé

êðèâîé ðîäà 5 ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òåòðà-

ãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Îòìåòèì, ÷òî ñ âîïðîñîì î åäèíñòâåííîñòè òåòðàãîíàëüíîãî ðÿäà íà

êðèâîé ñâÿçàíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Òîðåëëè äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïðèìà ([111], [77], [94], [90].

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ òåòðàãîíàëåé íà îñíîâå ãðóïïû Ãà-

ëóà íîðìàëèçàöèè òåòðàãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ, äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òåòðàãîíàëè ê òîìó èëè èíîìó êëàññèôèêàöèîííîìó òèïó â òåð-

ìèíàõ (à) äèâèçîðîâ âåòâëåíèé, (á) àññîöèèðîâàííîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, (â) ñòðîåíèÿ

òåòðàãîíàëüíîãî ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì õàðàêòåðèçóþòñÿ ïÿòü êëàññèôèêàöèîííûõ òèïîâ.

Äâà êëàññèôèêàöèîííûõ òèïà ïðåäñòàâëÿþò íîðìàëüíûå òåòðàãîíàëüíûå íàêðûòèÿ, ñîîò-

âåòñòâåííî, ñ êëåéíîâîé è/èëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Ãàëóà. Òðè êëàññèôèêàöèîííûõ òèïà

ïðåäñòàâëÿþò íå íîðìàëüíûå òåòðàãîíàëüíûå íàêðûòèÿ ñ íîðìàëèçàöèåé, èìåþùåé ãðóï-

ïó Ãàëóà, èçîìîðôíóþ, ñîîòâåòñòâåííî, äèýäðàëüíîé ãðóïïå Q , çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå

A4 , ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4 .
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Ñëåäóþùèå ïàðàãðàôû ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ êëàññèôèêàöèîííûõ òèïîâ è îïèñà-

íèþ òåòðàãîíàëüíûõ êðèâûõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ òåòðàãîíàëüíûõ ðÿäîâ äëÿ êðèâûõ íåêî-

òîðûõ ÷àñòíûõ âèäîâ: ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ (ïàð. 3), íåîñîáûõ ïëîñêèõ êâèíòèê (ïàð. 4),

òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíûõ (ïàð. 5).

Ïîñâÿùåííàÿ îáîáùåíèþ æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû òðåòüÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè

ñîñòîèò èç íåáîëüøîãî ïðåäèñëîâèÿ è òðåõ ãëàâ.

Òåîðèÿ ðàçëè÷íûõ íîðìàëüíûõ (êàíîíè÷åñêèõ) ôîðì äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà êî-

íå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ (âåêòîðíûõ) ïðîñòðàíñòâàõ èçó÷àëàñü åùå Âåéåðøòðàññîì [124] è

Æîðäàíîì [120] (ñì. Èñòîðè÷åñêèé î÷åðê ê Ãëàâàì VI è VII òðàêòàòà [117]). Êëàññè÷åñêàÿ

òåîðåìà Æîðäàíà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè k - àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, L - êîíå÷íî-

ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n , îïðåäåëåííîå íàä k , A - ïðîèçâîëüíûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð íà L , òî íàéäåòñÿ áàçèñ e = (e1, ..., en) , â êîòîðîì ìàòðèöà Ae îïåðà-

òîðà A áóäåò ïðÿìîé ñóììîé êâàäðàòíûõ áëîêîâ Ji , íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò

íåêîòîðûå ýëåìåíòû ai ïîëÿ k , íåïîñðåäñòâåííî âûøå è ïðàâåå ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòîÿò åäè-

íè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ k , à îñòàëüíûå ìåñòà çàïîëíåíû åãî íóëÿìè. Ïðè ýòîì ai ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χA(t) = det(tE − Ae) îïåðàòîðà A (çäåñü E -

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà), à ïðÿìûå ñëàãàåìûå Ji îïðåäåëÿþòñÿ

îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê).

Íà ñàìîì äåëå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðîõîäÿò ïðè áîëåå ñëàáîì

óñëîâèè, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ðàçëàãàåòñÿ íàä k íà ëèíåé-

íûå ìíîæèòåëè. Ñ êàæäîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ìàòðèöû) îïåðàòîðà A ñâÿçàíî ðàçëî-

æåíèå îïåðàòîðà A â ïðÿìóþ ñóììó ïîäîïåðàòîðîâ Ai , ÿâëÿþùèõñÿ ñóòü îãðàíè÷åíèåì

A íà ïîäïðîñòðàíñòâî Li ïðîñòðàíñòâà L , ðàâíîãî ñóììå âñåõ ýòèõ LI . Êàæäîå òàêîå

ðàçëîæåíèå ìàêñèìàëüíî, ò.å. âñå Ai - íåðàçëîæèìûå îïåðàòîðû. Ëþáûå äâà ðàçëîæå-

íèÿ óêàçàííîãî âèäà ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà àâòîìîðôèçìîì (= îáðàòèìûì ëèíåéíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì) ïðîñòðàíñòâà L . Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìàòðèö, ñóòü âûøåïðèâåäåí-

íîãî ðåçóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö ìîæíî

âûáðàòü (â êàêîì-òî ñìûñëå åäèíñòâåííûé) ½õîðîøèé“ íîðìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü.
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Ìàëüöåâ ïðåäëàãàåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ â êîíñòðóêöèè Æîðäàíà. Îí çà-

ìåíÿåò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè íåïðèâîäèìûõ (íàä k )

äåëèòåëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χA(t) . Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòè äâà îáúåêòà

ñîâïàäàþò. Åäèíè÷íûå ýëåìåíòû îí çàìåíÿåò åäèíè÷íûìè ìàòðèöàìè E (ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ïîðÿäêà). Ïðè âûøåóêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîëå k , îêàçûâàåòñÿ âåðíîé ñîîòâåò-

ñòâóþùèì îáðàçîì îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà. Ïîëó÷åííûå îáîáùåííóþ æîðäàíîâó

ôîðìó è ñîñòàâëÿþùèå åå îáîáùåííûå æîðäàíîâû êëåòêè (áëîêè) íàçîâåì îáîáùåííîé

æîðäàíîâîé ôîðìîé è îáîáùåííûìè æîðäàíîâûìè êëåòêàìè Ìàëüöåâà èëè ïåðâîãî ðîäà.

Æîðäàíîâû êëåòêè ïåðâîãî ðîäà íåðàçëîæèìû è êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Æîðäàíà ñëåäóåò

èç äàííîãî îáîáùåíèÿ. Íî ýòî îáîáùåíèå îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî, ïîòîìó ÷òî ñòåñíÿ-

þùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëå k íå óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ ñíÿòü.

Â ïåðâîé ãëàâå òðåòüåé ÷àñòè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ ôîðì

ïåðâîãî ðîäà îñíîâíàÿ òåîðåìà âåðíà, êîãäà íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà χA(t) ñåïàðàáåëüíû íàä k . Ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îïåðàòîðû, íå óäîâëåòâî-

ðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ ñåïàðàáåëüíîñòè, êîòîðûå íåâîçìîæíî ïðèâåñòè ê îáîáùåííîé

æîðäàíîâîé ôîðìå ïåðâîãî ðîäà.

Ïåðâûå äâà ïàðàãðàôà ýòîé ãëàâû èìåþò ââîäíûé õàðàêòåð. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå

èçó÷àåòñÿ ïðîöåäóðà ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ñêàëÿðîâ (ïðîöåññ, àíàëîãè÷íûé ïðîöåäóðå êîì-

ïëåêñèôèêàöèè âåùåñòâåííîãî ïîëÿ), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îáùèé ñëó÷àé ðåäóöèðóåòñÿ ê

ñëó÷àþ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ ñêàëÿðîâ. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ,

òàê íàçûâàåìàÿ, ½ñåïàðàáåëüíàÿ òåîðåìà". Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ ïðèìåð ëèíåéíî-

ãî îïåðàòîðà íàä ïîëåì F2(u) , ãäå u � òðàíñöåíäåíòíûé ýëåìåíò, êîòîðûé íåïðèâîäèì ê

îáîáùåííîìó æîðäàíîâó âèäó ïåðâîãî ðîäà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîáùåííàÿ òåîðåìàÆîðäàíà îêàçàëàñü âåðíîé äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà

A ïðè ïðîèçâîëüíîì îñíîâíîì ïîëå k , íàäî ñäåëàòü íåáîëüøîå èçìåíåíèå â ïðåäëàãàåìîé

Ìàëüöåâûì êîíñòðóêöèè: åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E íàäî çàìåíèòü ìàòðèöåé F (åñòåñòâåííî,

òîãî æå ïîðÿäêà), â ëåâîì íèæíåì óãëó êîòîðîé ñòîèò åäèíèöà, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû

� íóëè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà è îáîáùåííàÿ æîðäà-
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íîâà êëåòêà âòîðîãî ðîäà.

Âî âòîðîé ãëàâå ýòîé ÷àñòè òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîé

æîðäàíîâîé ôîðìû âòîðîãî ðîäà âûâîäèòñÿ èç îáû÷íîé òåîðåìû Æîðäàíà ïåðåõîäîì ê

àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ ïîëÿ k (ïðîöåäóðà ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ñêàëÿðîâ) è ñïåöèàëü-

íûì àëãîðèòìîì ñáîðêè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê âòîðîãî ðîäà.

Çäåñü âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ ôóíêòîð ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ñêàëÿðîâ, ïîçâîëÿþ-

ùèé ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A , îïðåäåëåííîìó íàä ïîëåì k , íåêîòî-

ðûé àññîöèèðîâàííûé îïåðàòîð AK , îïðåäåëåííûé íàä ðàñøèðåíèåì K ïîëÿ k .

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ, êàêèå îïåðàòîðû íàä K ïîëó÷àþòñÿ òàêèì

îáðàçîì. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóæàåìîñòè ïîëÿ ñêàëÿðîâ.

Òåîðåìà 11.3.1. Ïóñòü K - ðàñøèðåíèå ïîëÿ k . Îáû÷íàÿ æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ

ìàòðèöà J ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K (è ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ìàòðèöà íàä K , ïðèâîäèìàÿ

íàä K ê æîðäàíîâó íîðìàëüíîìó âèäó J ) áóäåò ìàòðèöåé íåêîòîðîãî îïåðàòîðà AK , ãäå

A - îïåðàòîð íàä k , åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí FJ(t) ìàòðèöû J ïðèíàäëåæèò k[t] ;

(ii) ÷èñëî hijs æîðäàíîâûõ êëåòîê Jijk ìàòðèöû J , èìåþùèõ ïîðÿäîê s è äèàãîíàëü-

íûå ýëåìåíòû λij , ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè íåïðèâîäèìîãî íàä k ìíîãî÷ëåíà Pi(t) , íå

çàâèñèò îò j ;

(iii) ïîðÿäîê sijk æîðäàíîâîé êëåòêè Jijk ìàòðèöû J êðàòåí ñòåïåíè íåñåïàðàáåëüíîñòè

νi ìíîãî÷ëåíà Pi(t) íàä k .

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.1.1. [Òåîðåìà î êâàçèöèêëè÷åñêîì ìàêñèìàëüíîì ðàçëîæåíèè (ÒÊÌÐ)]

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, L � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k , A � ëè-

íåéíûé îïåðàòîð íà L , mA(t) � ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì îïåðàòîðà A è mA(t) = pµ1

1 (t) . . . pµl

l (t)

� (óíèòàðíîå) íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå mA(t) íàä ïîëåì k .

Òîãäà íàéäåòñÿ áàçèñ e â L òàêîé, ÷òî ìàòðèöà Ae îïåðàòîðà A â e åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
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íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö

P = (⊕ijP1ij)⊕ . . .⊕ (⊕ijPlij),

ãäå êàæäàÿ ìàòðèöà Pkij (k = 1, . . . , l ; i = µk, . . . , 1 ; j = 1, . . . , nki − nk(i+1) ) � êâàçèöèê-

ëè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ i ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè [pk(t)] íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à j

ïàðàìåòðèçóåò âñå òàêèå áëîêè. Çäåñü

nki = dimKk

(
Lki/Lk(i−1)

)
, Lki = ker

(
pk(A)i

)
, Kk = k[t]/pk(t)

ïðè i = 1, . . . , µk è nk(µk+1) = 0 .

Ëþáûå äâà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêàìè ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç:

(a) âñåõ (óíèòàðíûõ) íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé pk(t) ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà mA(t) ,

(b) êðàòíîñòåé µk ýòèõ äåëèòåëåé,

(c) ðàçìåðíîñòåé nki äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , l è i = 1, . . . , µk

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà A .

Â òðåòüåé ãëàâå äàåòñÿ ïðÿìîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî âûøåïðèâåäåííîé îáîá-

ùåííîé òåîðåìû Æîðäàíà âòîðîãî ðîäà, îñíîâàííîå íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî áà-

çèñà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ëèíåéíûé îïåðàòîð ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ îïåðà-

òîðîâ (ïàð. 2). Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ñòðîÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ ôèëüòðàöèè ïîäïðîñòðàíñòâ,

ñâÿçàííûå ñî ñòåïåíÿìè ïðèìàðíûõ îïåðàòîðîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ôèëüòðàöèé, â

÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíûé, òàê íàçûâàåìûé, ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêèé áà-

çèñ äëÿ ïðèìàðíîãî îïåðàòîðà. Íàêîíåö, â ïÿòîì ïàðàãðàôå çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî

îñíîâíîé òåîðåìû.

Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå k = R âìåñòî ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö íåïðèâîäèìûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà. Ïîëó÷àþùèé-

ñÿ ðåçóëüòàò óïîìÿíóò â çàêëþ÷åíèè. Â çàêëþ÷åíèè æå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû î
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ñâÿçè îáîáùåííîé æîðäàíîâîé ôîðìû âòîðîãî ðîäà ñ ðàöèîíàëüíîé (åñòåñòâåííîé) êàíî-

íè÷åñêîé ôîðìîé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà ôîðìà âòîðîãî ðîäà ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà (= ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêàÿ ôîðìà) èäåàëüíî óäîáíà. Îíà ïðèãîäíà â ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ k è ëþáîãî îïåðàòîðà A íàä k . Èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü

è (îáû÷íóþ) æîðäàíîâó, è ðàöèîíàëüíóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìû. Èòàê, ïîëèêâàçèöèêëè-

÷åñêàÿ ôîðìà ñâÿçûâàåò êëàññè÷åñêóþ æîðäàíîâó ôîðìó è ðàöèîíàëüíóþ êàíîíè÷åñêóþ

ôîðìó. Äðóãèå èçâåñòíûå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû äëÿ ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

(ôîðìû Ïîñòíèêîâà è Ìàëüöåâà) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåå.

Âî èçáåæàíèå ÷ðåçìåðíîãî ðàçáóõàíèÿ (îáúåìà) äèññåðòàöèè, ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ

ïî òåìå äèññåðòàöèè, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì (íåêîòîðûå ñîâìåñòíî ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè),

èñêëþ÷åí èç îñíîâíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè è ïðèâîäèòñÿ òîëüêî â çàêëþ÷åíèè. Ýòî äî ñèõ

ïîð íåîïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû îá èíòåðïðåòàöèè êàòåãîðíîé òåîðèè Ãàëóà â ðàìêàõ

òåîðèè 2-êàòåãîðèé, à òàêæå îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñëàéñ êëàññèôè-

êàöèè êàòåãîðèé êîàëãåáð äëÿ êîìîíàä (ñîâìåñòíàÿ ñòàòüÿ àâòîðà ñ À. Ïåòðîñÿíîì), ñó-

ùåñòâîâàíèÿ íåíàñëåäñòâåííûõ ìîíîìîðôèçìîâ â êàòåãîðíîé òåîðèè ãðóïï (Ã. Àñàòðÿí),

êàòåãîðèçàöèè îñíîâàíèé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è, òàê íàçûâàåìûõ, ïî÷òè êàòåãîðèé.

Ñäåëàåì îäíî ïðåäóïðåæäåíèå î âíóòðåííèõ ññûëêàõ â äèññåðòàöèè. Åñëè â ññûëêå íà

íåêîòîðûé ôàêò äèññåðòàöèè ÷àñòü íå óêàçàíà, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ òà ÷àñòü äèññåðòàöèè,

â êîòîðîé ñòîèò ññûëêà.
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Ïåðâàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ îñíîâíûõ ãëàâ, ïîñâÿùåííûõ êàòåãîðíîé

òåîðèè Ãàëóà, è äâóõ ïðèëîæåíèé (àïïåíäèêñîâ), ïîñâÿùåííûõ âîïðîñó åäèíñòâåííîñòè

ðàçëîæåíèÿ îáúåêòà â íåñîêðàòèìîå îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ (Appendix

1), è îñíîâàíèÿì òåîðèè áèíàðîâ, ò.å. îáúåêòîâ ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé (Appendix 2).

Êðàòêèé îáçîð ðàçâèòèÿ èäåé Ãàëóà

Ïîëíîå è îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò

îäíîãî íåèçâåñòíîãî â ðàäèêàëàõ, ôèíàëüíî îôîðìèâøååñÿ â êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ Ãàëóà,

áàçèðóåòñÿ íà òðåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äîñòèæåíèÿõ. Ïåðâûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå

ïîíÿòèÿ ïîëÿ è ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ê àññîöèèðîâàííî-

ìó ðàñøèðåíèþ ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Âî-âòîðûõ, ýòî ââåäåíèå ïîíÿòèÿ

ãðóïïû, ðàññìîòðåíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ðàñøèðåíèÿ ïîëåé è ïîñòðîåíèå ñîîòâåò-

ñòâèÿ Ãàëóà ìåæäó ïðîìåæóòî÷íûìè ïîëÿìè è ïîäãðóïïàìè ýòîé ãðóïïû. Íàêîíåö, òðå-

òèé ýòàï � ïåðåâîä íà ÿçûê ïîëåé è ãðóïï ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ â ðàäèêàëàõ è ðåøåíèå âîçíèêàþùåé òåîðåòèêî � ãðóïïîâîé çàäà÷è. Ñåðäöåâèíîé è

ãëàâíûì çâåíîì ýòîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ïóíêò, â ðàìêàõ êîòîðîãî äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà

Ïóñòü ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà êîíå÷íîé ñòåïåíè ïîëÿ k , G � ãðóïïà Ãàëóà

ýòîãî ðàñøèðåíèÿ.

à) Ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ïðîìåæóòî÷íûìè ïîëÿìè E ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ðàñøèðåíèÿ è ïîäãðóïïàìè H ãðóïïû G .

á) Ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ïîëÿ E .

â) Ïîëå E ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ïîëÿ k â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ïîä-

ãðóïïà H íîðìàëüíà â G ; ãðóïïà Ãàëóà ýòîãî ðàñøèðåíèÿ èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå G/H .

Ãëàâíûì ïåðâîèñòî÷íèêîì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ [62], ñîâðåìåííûå èçëîæåíèÿ
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èìåþòñÿ â [3], [68], [121]. Çäåñü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü, ãëàâíûì îáðàçîì, òå ðåçóëüòà-

òû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îáîáùåíèÿìè îñíîâíîé òåîðåìû èëè äîêàçàòåëüñòâîì åå àíàëîãîâ.

Ïðåæäå âñåãî, îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà áûëà ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé ðàñøèðåíèé

ïîëåé áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè ([41]). Îêàçàëîñü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ï.ï. á) è â) ñïðàâåäëèâû

è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé Ãàëóà. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî ï. à):

ðàçíûì ïîäãðóïïàì ãðóïïû G ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíî è òî æå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå

E . Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ áèåêòèâíîñòè íàäî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ½çàìêíóòûå“ ïîäãðóïïû

ãðóïïû G , êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèå ïîäãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîìåæóòî÷-

íûì ðàñøèðåíèÿì ([9]). Çäåñü çàìêíóòîñòü ìîæíî ïîíèìàòü êàê â ñìûñëå ñîîòâåòñòâèÿ

Ãàëóà, òàê è, ýêâèâàëåíòíî, îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè íà ãðóïïå Ãàëóà, èìåþùåé â êà÷å-

ñòâå áàçû îêðåñòíîñòåé åäèíèöû âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû G , ÿâëÿþùèåñÿ ãðóïïàìè Ãàëóà

ïðîìåæóòî÷íûõ ðàñøèðåíèé Ãàëóà êîíå÷íîé ñòåïåíè íàä k .

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ìàêñèìàëüíîå â òåîðèè ïîëåé îáîáùåíèå: ïðè ïðîèç-

âîëüíîì ðàñøèðåíèè K ïîëÿ k ñ ãðóïïîé k -àâòîìîðôèçìîâ G ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà óñòà-

íàâëèâàåòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëåé E , íàä êîòîðûìè K

ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, è ìíîæåñòâîì âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ([53],

[18], [69], [17]).

Â [20] òåîðèÿ Ãàëóà ïåðåíîñèòñÿ íà òåëà, òî÷íåå, äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ï. à) îñíîâ-

íîé òåîðåìû â ñëó÷àå ïîäòåëà k èíâàðèàíòíûõ ýëåìåíòîâ òåëà K îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé

ãðóïïû âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ G , äåéñòâóþùèõ íà òåëî K . Ýòîò ðåçóëüòàò äîïîëíÿåòñÿ

óòâåðæäåíèåì î ðàâåíñòâå ñòåïåíè âåðõíåãî ïîäðàñøèðåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïðîìåæóòî÷-

íûì òåëîì E , ïîðÿäêó ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóïïû H , à ñòåïåíè íèæíåãî ïîäðàñøèðåíèÿ

� èíäåêñó H â G .

Îñíîâíóþ òåîðåìó óäàåòñÿ ïåðåíåñòè è íà íåêîììóòàòèâíûå êîëüöà ëèíåéíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä òåëîì ([19]). Ïðè ýòîì îíà ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèÿ,

óæå âñòðå÷àâøèåñÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé è âûçâàííûå òåì ôåíîìå-

íîì, ÷òî êàê "çàìêíóòûå"ïîäêîëüöà, òàê è "çàìêíóòûå"ïîäãðóïïû íå ñîâïàäàþò ñ ìíî-

æåñòâàìè, ñîîòâåòñòâåííî, âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäêîëåö è âñåõ ïîäãðóïï óæå â ñëó÷àå
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êîíå÷íîé ãðóïïû Ãàëóà. Îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè ñâÿçàíû èìåííî ñ îïèñàíèåì

½çàìêíóòûõ“ ïîäêîëåö è ½çàìêíóòûõ“ ïîäãðóïï ([19], [50], [51], [54]).

Êàê ÷àñòíûé ðåçóëüòàò ðàçâèòîé òåîðèè ïîëó÷àåòñÿ ïîëíûé àíàëîã êëàññè÷åñêîé îñ-

íîâíîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ïîäòåëà k äàííîãî òåëà K , îáðàçîâàííîãî ýëåìåíòàìè, èí-

âàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû åãî ïðîèçâîëüíûõ (à íå òîëüêî âíåøíèõ)

àâòîìîðôèçìîâ. Îäíàêî ½çàìêíóòûìè“ îêàçûâàþòñÿ âñå ïîäòåëà, íî íå âñå ïîäãðóïïû.

Ýòîò ðåçóëüòàò óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé ãðóïïû Ãàëóà, òîëüêî êî-

ãäà îíà ñîñòîèò èç âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ ([19]).

Èçâåñòíû îáîáùåíèÿ ï. à) îñíîâíîé òåîðåìû íà ñëó÷àé, êîãäà K � êîììóòàòèâíîå

êîëüöî áåç íåòðèâèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ïðîåêòèâ-

íûì ìîäóëåì íàä ïîäêîëüöîì k ýëåìåíòîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ãàëóà G

([66], [11], [13], [44], [10]).

Âåñüìà ïëîäîòâîðíûì îêàçàëîñü ïðèëîæåíèå èäåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà ê îáûê-

íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ([36], [37], [38], [39], [49], [48]), îáçîðíî [35]. Ïà-

ðàëëåëüíàÿ òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëåé ñ àíàëîãè÷íîé îñíîâíîé

òåîðåìîé, ïîäâåðãøåéñÿ äâóì ìîäèôèêàöèÿì. Âî-ïåðâûõ, ìåñòî ðàñøèðåíèé Ãàëóà îáû÷-

íûõ ïîëåé çàíèìàþò ðàñøèðåíèÿ Ïèêàðà - Âåññèî (èëè, áîëåå îáùî, ñèëüíî íîðìàëüíûå

ðàñøèðåíèÿ [66]) äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëåé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê èñõîäíîìó ðàñ-

øèðåíèþ Ê íàä k , ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k èìååò àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå

êîíñòàíò õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Âî-âòîðûõ, áèåêöèÿ ìíîæåñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ïîëåé óñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê è â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà áåñêîíå÷íîé ñòå-

ïåíè äëÿ îáû÷íûõ ïîëåé, íå ñî âñåìè ïîäãðóïïàìè ½äèôôåðåíöèàëüíîé“ ãðóïïû Ãàëóà, à

òîëüêî ñ åå ½àëãåáðàè÷åñêèìè“ (çàìêíóòûìè â ñìûñëå ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà) ïîäãðóïïàìè.

Ãðóïïà Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ Ïèêàðà-Âåññèî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ìàòðè÷íîé ãðóïïîé.

Âåíöîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ðàçðåøèìîñòè êîìïîíåíòû åäèíèöû äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ãðóïïû Ãàëóà ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â

êâàäðàòóðàõ ([35]).

Â ñàìîå ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ Ãàëóà äëÿ ïó÷êîâ ìíîæåñòâ, äîêàçàí
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àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû. (òî÷íåå ï. à) ýòîé òåîðåìû) è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè

ïðèìåíåíû ê ïðåäñõåìàì ([73]). Íåñêîëüêî îñîáíÿêîì îò îáùåé êàíâû ðàçâèòèÿ ñòîèò, òàê

íàçûâàåìàÿ, òðåóãîëüíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà ([5]).

Îòìåòèì òàêæå ñòàòüè ([64], [63], [7], [2], [55], [57] � [61]), êîòîðûå ñîäåðæàò ïðèëîæåíèå

èäåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà ê áàíàõîâûì àëãåáðàì. Ñîãëàñíî ([67]) èìååòñÿ òàêæå

íåáîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè Ãàëóà îáùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ([40],

[1]).

Ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû, äâîéñòâåííûå ê òåì, ÷òî ñîñòàâëÿþò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ Ãà-

ëóà, à òàêæå åå âûøåïðèâåäåííûå ìîäèôèêàöèè, âîçíèêàþò â òåñíî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðó-

ãîì òåîðèÿõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé è àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ,

è â îáùåì âèäå � â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè óíèôîð-

ìèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. [69]).

Òàê, â [71] îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà ìîíîäðîìèè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (áîëåå òî÷íî, êî-

íå÷íîëèñòíîãî íàêðûòèÿ êîìïëåêñíîé ñôåðû, êîòîðîå àññîöèèðîâàíî ñ ðèìàíîâîé ïîâåðõ-

íîñòüþ ïî ïîñòðîåíèþ), ÿâëÿþùàÿñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ãðóïïîé Ãàëóà ñîîòâåòñòâóþùåãî

êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Â [15] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ãðóïïû íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàêðûòèÿ p : Y → X

òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà X � ðèìàíîâà ïîâåðõ-

íîñòü, à íàêðûòèå p èíäóöèðîâàíî ðàñøèðåíèåì L , ïîëó÷àþùèìñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ïî-

ëþ K ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà X àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåì öåëîãî

ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K , ãðóïïà íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé èçîìîðôíà

ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ L íàä Ê. Ïðè ýòîì íàêðûòèå Ãàëóà ìîæíî îïðåäåëèòü ëè-

áî òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå ïîëåé ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé áûëî

ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, ëèáî ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû íà-

êðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ëþáîì ñëîå íàêðûòèÿ. Îòìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, óíè-

âåðñàëüíîå íàêðûòèå ëþáîãî ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X åñòü íàêðûòèå Ãàëóà è åãî ãðóïïà

Ãàëóà èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(X) ([30]). Èìåííî òàêîé ïîäõîä, îñíîâàí-

íûé íà èñïîëüçîâàíèè ãðóïï Ãàëóà, ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
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äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñõåì ([46] è îáçîðíî [45]).

Ñîïîñòàâëåíèå

a curve 7−→ field of rational functions on the same curve (∗)

óñòàíàâëèâàåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó êàòåãîðèÿìè ïîëíûõ íåîñîáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-

âûõ íàä ôèêñèðîâàííûì ïîëåì k è êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ

k(t) ïîëÿ k . Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ìíîãîîáðàçèé âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé òàêîé äâîéñòâåííîñòè

íå ñóùåñòâóåò: ãëàäêàÿ ïîëíàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè >

2 íåîäíîçíà÷íî äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî áèðåãóëÿðíîãî èçîìîðôèçìà ([72]). Çàìå÷àíèå, ÷òî

íîðìàëüíîå íàêðûòèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X èìååò áèðàöèîíàëüíûé õàðàêòåð,

ò.å. çàâèñèò òîëüêî îò (êîíå÷íîãî ñåïàðàáåëüíîãî) ðàñøèðåíèÿ L ïîëÿ K ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé ìíîãîîáðàçèÿ X , âåðíîå äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè, ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè âñþ òåðìèíîëîãèþ äëÿ ðàñøèðåíèé ïîëåé íà êîíå÷íûå

íàêðûòèÿ íîðìàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé âìåñòå ñ íåêîòîðûìè äâîéñòâåííû-

ìè ðåçóëüòàòàìè ([52]).

Â [66] ½â íàèáîëåå îáùåì ñìûñëå“ òåîðèÿ Ãàëóà òðàêòóåòñÿ êàê ½òåîðèÿ, èçó÷àþùàÿ

òå èëè èíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû íà îñíîâå èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ“. Çíà÷èò åñòå-

ñòâåííî áûëî îæèäàòü ðàçâèòèå òåîðèè Ãàëóà â ðàìêàõ òåîðèè êàòåãîðèé. Îäíàêî àâòîðó

òàêèå ïîïûòêè íå èçâåñòíû. Ïåðâûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàñòîÿùàÿ

ðàáîòà. Ïîä ðàçðàáàòûâàåìîé ½êàòåãîðíîé òåîðèåé Ãàëóà“ ïîäðàçóìåâàåòñÿ òåîðèÿ, êîòî-

ðàÿ ñòàâèò ñâîåé öåëüþ èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ (è áîëåå

îáùî � ïîëóãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ) îáúåêòà è åãî ïîäîáúåêòàìè (äâîéñòâåííî, ôàêòî-

ðîáúåêòàìè) â àáñòðàêòíîé è ïî âîçìîæíîñòè ìàêñèìàëüíî îáùåé êàòåãîðèè. Ïðè ýòîì

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòî óäîáíåå âìåñòî ïîäîáúåêòîâ è ôàêòîðîáúåêòîâ äàííîãî îáúåêòà

ðàññìàòðèâàòü ìîðôèçìû â íåãî è èç íåãî èëè äàæå èõ ñåìåéñòâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êà-

òåãîðíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê îäíà èç ïàðàëëåëåé êëàññè÷åñêîé

òåîðèè Ãàëóà íàðÿäó ñ åå âûøåïðèâåäåííûìè àíàëîãàìè è îáîáùåíèÿìè. Âìåñòå ñ òåì,

îíà çàíèìàåò â ýòîé öåïè îñîáîå ìåñòî â ñèëó îáúåìëþùåãî, îáúåäèíÿþùåãî è óíèôè-
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öèðóþùåãî õàðàêòåðà òåîðåòèêî-êàòåãîðíîãî ìåòîäà. Åãî ñïåöèôèêà ïðîÿâëÿåòñÿ òàêæå

â òîì, ÷òî â òî âðåìÿ, êàê ðåçóëüòàòû êàòåãîðíîé òåîðèè Ãàëóà íàâåÿíû, à èíîãäà ïðî-

ñòî ñêàëüêèðîâàíû ñ êëàññè÷åñêîé èëè ïàðàëëåëüíûõ òåîðèé Ãàëóà, èõ äîêàçàòåëüñòâà

ïîëíîñòüþ îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ, îïèðàþùèõñÿ íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä

äîêàçàòåëüñòâ. Âîçìîæíîñòü êàòåãîðíîãî îáîáùåíèÿ òåîðèè Ãàëóà ïîêàçûâàåò åå èñòèíîå

ìåñòî â ìàòåìàòèêå.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå òåîðèè Ãàëóà ñëóæàò íå òîëüêî ýòàëîíîì äëÿ ïîäðàæàíèÿ äëÿ

êàòåãîðíîé òåîðèè, íî è âîçìîæíîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé. Òàê, èíòåðåñ àâòîðà ê ðàçðà-

áàòûâàåìîé òåìàòèêå áûë îáóñëîâëåí åãî ðàáîòàìè ([3], [5]) (â êîòîðûõ ôàêòîðèçàöèåé ïî

ïîäãðóïïàì ãðóïïû Ãàëóà ñòðîÿòñÿ áàøíè íàêðûòèé êðèâûõ è èññëåäóþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ

Ïðèìà ýòèõ íàêðûòèé), ñòðåìëåíèåì ñòðîãî îáîñíîâàòü ïðèìåíåíèå òåîðèè Ãàëóà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óâëå÷åíèå êàòåãîðíîé òåîðèåé Ãàëóà áûëî ëèøü ýïèçîäîì â ìà-

òåìàòè÷åñêîé áèîãðàôèè àâòîðà, ñâÿçàííûì ñ âûøåóêàçàííûìè âîïðîñàìè òåîðèè ìíîãî-

îáðàçèé Ïðèìà. Ìåæäó òåì, â òå÷åíèå ïîñëåäíåé ïàðû äåñÿòèëåòèé â îáëàñòè êàòåãîðíîé

òåîðèè Ãàëóà àêòèâíî ðàáîòàëà ãðóïïà ñïåöèàëèñòîâ òåîðèè êàòåãîðèé, ñðåäè êîòîðûõ

îñîáî ìîæíî âûäåëèòü Ã. Äæàíåëèäçå ([21] � [34]).



Ãëàâà 1

Îáùàÿ êàòåãîðíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà

Â ïåðâîé ãëàâå ðàçâèâàåòñÿ ½òåîðèÿ Ãàëóà“ äëÿ îáùèõ (àáñòðàêòíûõ) êàòåãîðèé. Â ÷àñòíî-

ñòè, íà îáùèå àáñòðàêòíûå êàòåãîðèè ïåðåíîñèòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà êëàññè÷åñêîé òåîðèè

Ãàëóà.

Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ãðóïïû è ïîëó-

ãðóïïû, ñòàíäàðòíî àññîöèèðóåìûå ñ ïðîèçâîëüíûì ìîðôèçìîì. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå

ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñòàáèëèçàöèè è, äâîéñòâåííî, ôàêòîðèçàöèè îáúåêòà ïî ïîäìíîæåñòâó

åãî ýíäîìîðôèçìîâ è èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1.2.13, ÿâëÿ-

þùàÿñÿ îáîáùåíèåì ï.(â) îñíîâíîé òåîðåìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà. Â òðåòüåì ïàðà-

ãðàôå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà è àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì îïåðàòîðà

çàìûêàíèÿ, äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, îáîáùàþùèå óòâåðæäåíèå ï. (à) îñíîâíîé òåîðåìû

êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà (òåîðåìà 1.3.3).

Ñâîäêà íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèé è ñîãëàøåíèé

Ìîðôèçì ϕ èç îáúåêòà A â îáúåêò B îáîçíà÷àåòñÿ AϕB , ìíîæåñòâî âñåõ ìîðôèçìîâ

èç îáúåêòà A â îáúåêò B îáîçíà÷àåòñÿ Mor(A,B) . Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ AϕB è BψC

çàïèñûâàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî êàê ϕψ èëè ϕ ◦ ψ . Ïîëóãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà A

îáîçíà÷àåòñÿ EndA , à ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ � AutA , èõ åäèíè÷íûé ýëåìåíò � 1A .

Êëàññ âñåõ ïîäêëàññîâ êëàññà A (â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
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A) îáîçíà÷àåòñÿ B(A) è íàçûâàåòñÿ áóëèàíîì A . Åñëè AϕB � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ èëè

êëàññîâ, îáðàç A â B îáîçíà÷àåòñÿ Aϕ , à ïðîîáðàç B â A � bϕ−1 .

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è êëàññû íàçûâàþòñÿ îðäèíàëàìè. Îòîáðàæåíèå

AϕA îðäèíàëà A íàçûâàåòñÿ óâåëè÷èâàþùèì, åñëè aϕ ≥ a äëÿ ëþáîãî a ∈ A . Äâîé-

ñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ óìåíüøàþùåå îòîáðàæåíèå. Ìîðôèçìû AϕB è BψA íàçûâàþòñÿ

êâàçèîáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, åñëè ϕψϕ = ϕ è ψϕψ = ψ .

Êëàññ âñåõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò A îáîçíà÷àåòñÿ Ǎ , êëàññ âñåõ ìîðôèçìîâ èç îáúåêòà A

� ÷åðåç Â . Ñ êàæäûì ìîðôèçìîì AϕB àññîöèèðîâàíû îòîáðàæåíèÿ Ǎϕ∗B̌, κϕ∗ = κ◦ϕ è

B̂ϕ∗Â, λϕ∗ϕ◦λ . Êëàññ âñåõ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòîâ A îáîçíà÷àåòñÿ P(A) , ôàêòîðîáúåêòîâ

� Q(A) . Ïîäîáúåêò è ôàêòîðîáúåêò çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëþáîãî ïðåäñòàâëÿþùåãî èõ

ìîðôèçìà. Ñâîáîäíî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòèêî-êàòåãîðíàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ïðèíÿòàÿ â [70] .

Â ÷àñòíîñòè, ýòî êàñàåòñÿ òåðìèíîâ êîíóñ, êîêîíóñ, ðàçäåëÿþùèé êîíóñ, êîðàçäåëÿþùèé

(ïëîòíûé) êîêîíóñ. Îòìåòèì îäíî îòëè÷èå â òåðìèíîëîãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ [70] . Ðàññëîåí-

íûå ïðîèçâåäåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîàìàëüãàìàìè, äâîéñòâåííî, êîðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ

- àìàëüãàìàìè.

Ôîðìóëèðîâêè äâîéñòâåííûõ ïîíÿòèé è ñâîéñòâ â òåêñòå ïðèâîäÿòñÿ â èñêëþ÷èòåëü-

íûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ íàçâàíèé äâîéñòâåííûõ ïîíÿòèé èñïîëüçóåòñÿ ïðèñòàâêà "êî", ññûëêà

íà äóàëüíûå ê ñôîðìóëèðîâàííûì óòâåðæäåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåðõíåãî èí-

äåêñà ½çâåçäî÷êà“.

1.1 Ïîëóãðóïïû è ãðóïïû, àññîöèèðîâàííûå

ñ ìîðôèçìàìè

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ A è B ðàññìîòðèì òåðíàðíîå îòíî-

øåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì αϕ = ϕβ , ãäå α ∈ EndA , β ∈ EndB è ϕ ∈ Mor (A,B) .

Áóäåì íàçûâàòü α ïåðåñòàíîâî÷íûì ñëåâà, β � ïåðåñòàíîâî÷íûì ñïðàâà ýíäîìîðôèçìîì,

(α, β) � ïàðîé àññîöèèðîâàííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýíäîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî ìîðôèç-

ìà ϕ .
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Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð àññîöèèðîâàííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýíäîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåò

ñîîòâåòñòâèå E(ϕ) íà EndA × EndB , à ìíîæåñòâî âñåõ ïàð àññîöèèðîâàííûõ ïåðåñòàíî-

âî÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ � ñîîòâåòñòâèå A íà AutA× AutB .

Ïðåäëîæåíèå 1.1.1. (a) Ñîîòâåòñòâèå E(ϕ) � ïîëóãðóïïîâîå, ñîîòâåòñòâèå A(ϕ) �

ãðóïïîâîå.

(á) Ñîîòâåòñòâèÿ E(ϕ) è (ϕ) òðàíçèòèâíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

E(ϕ) · E(ϕ)t · E(ϕ) ⊂ E(ϕ), E(ϕ)t · E(ϕ) · E(ϕ)t ⊂ E(ϕ)t,

A(ϕ) · A(ϕ)t · A(ϕ) ⊂ A(ϕ), A(ϕ)t · A(ϕ) · A(ϕ)t ⊂ A(ϕ)t,

ãäå çíà÷îê t ïîêàçûâàåò òðàíñïîíèðîâàííîå ñîîòâåòñòâèå.

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå è ëåâûå îáðàçû ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëü-

íî ñîîòâåòñòâèé E(ϕ) è A(ϕ) . Òàê, ïðàâûé îáðàç aϕE , ïîäìíîæåñòâà a ⊂ EndA îòíî-

ñèòåëüíî ñîîòâåòñòâèÿ E(ϕ) ñîñòîèò èç âñåõ β ∈ EndB , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò α ∈ a

òàêèå, ÷òî (α, β) ∈ E(ϕ) . Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèÿ

B(End(A))ϕE B(End(B)), B(End(B))ϕE B(End(A)),

B(Aut(A))ϕAB(Aut(B)), B(Aut(B))ϕAB(Aut(A)).

Ïðåäëîæåíèå 1.1.2. Îòîáðàæåíèÿ ϕE , ϕE , ϕA, ϕA óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâàì

(à) Âñå îíè èçîòîííû.

(á) Êîìïîçèöèè ϕE , ◦ϕE , ϕE ◦ ϕE , ϕA, ◦ϕA, ϕA ◦ ϕA � óâåëè÷èâàþùèå îòîáðàæåíèÿ.

(â) Îòîáðàæåíèÿ ϕE , ϕ
E è ϕA, ϕ

A êâàçèîáðàòíû äðóã ê äðóãó.

(ã) Îòîáðàæåíèÿ ϕE è ϕE ïåðåâîäÿò ïîäïîëóãðóïïû ñ åäèíèöåé â ïîäïîëóãðóïïû ñ

åäèíèöåé, à îòîáðàæåíèÿ ϕA è ϕA ïåðåâîäÿò ïîäãðóïïû â ïîäãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (à) è (á) ñïðàâåäëèâû äëÿ îòîáðàæåíèé, àññîöèèðîâàííûõ

ñ ïðîèçâîëüíûì ñîîòâåòñòâèåì, à (ã) � äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëóãðóïïîâûõ è ãðóïïîâûõ
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ñîîòâåòñòâèé ([12], ãë.1, ïàð. 2). Íà áóëèàíàõ ìíîæåñòâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ åñòåñòâåííûé

ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ. ×òî êàñàåòñÿ óòâåðæäåíèÿ (â), âêëþ÷åíèå aϕE ϕ
E ϕE ⊃ ϕE ñëåäóåò

èç (à), (á), à îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âûòåêàåò èç ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ E(ϕ)

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâî (ã) ê òðèâèàëüíîìó è òîòàëüíîìó ïîäïîëóãðóïïàì ïîëóãðóïïû

EndA è ïîäãðóïïàì ãðóïïû AutA , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îáðàçû:

S(ϕ) = (EndA)ϕE � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ϕ ýíäîìîðôèçìîâ èëè,

èíà÷å ãîâîðÿ, àëëîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà ìîðôèçìà ϕ ;

G(ϕ) = (AutA)ϕA � ãðóïïà ïðàâûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ϕ àâòîìîðôèçìîâ, ò. å. àëëî-

òðîïíàÿ ãðóïïà ìîðôèçìà ϕ ;

Sϕ = {1A}ϕE � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ èçîòðîïíûõ îòíîñèòåëüíî ϕ ýíäîìîðôèçìîâ èëè

èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà ìîðôèçìà ϕ ;

Gϕ = {1A}ϕA � ãðóïïà ïðàâûõ èçîòðîïíûõ äëÿ ϕ àâòîìîðôèçìîâ, ò. å. èçîòðîïíàÿ

ãðóïïà ìîðôèçìà ϕ .

Äâîéñòâåííûå êîàëëîòðîïíûå è êîèçîòðîïíûå ïîëóãðóïïû è ãðóïïû îáîçíà÷àþòñÿ

àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ íèæíåãî èíäåêñà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.3. Åñëè ϕ ìîíîìîðôèçì, òî

(à) E (ϕ) � ãðàôèê ãîìîìîðôèçìà ïîëóãðóïï S(ϕ) ϕE EndA ñ îáðàçîì S(ϕ) ,

à) A (ϕ) � ãðàôèê ãîìîìîðôèçìà ãðóïï G(ϕ) ϕA AutA ñ îáðàçîì G(ϕ) è ÿäðîì Gϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α1ϕ = α2ϕ = ϕβ , òî α1 = α2 ââèäó ìîíîìîðôíîñòè ϕ , ïîýòîìó

ϕE è ϕA � îòîáðàæåíèÿ. Ãîìîìîðôíîñòü ýòèõ îòîáðàæåíèé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâèÿ E (ϕ) è A (ϕ) çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîãî óìíîæåíèÿ. Óòâåðæäåíèÿ

îá îáðàçàõ î÷åâèäíû, à kerϕA = Gϕ , ïîòîìó ÷òî ðàâåíñòâî ϕβ = 1ϕ ïî îïðåäåëåíèþ

èçîòðîïíîé ãðóïïû îçíà÷àåò, ÷òî β ∈ Gϕ .

Ñëåäñòâèå 1.1.4. Åñëè ϕ � áèìîðôèçì, òî ñîîòâåòñòâèÿ E(ϕ) è A(γ) îïðåäåëÿþò

èçîìîðôèçìû ïîëóãðóïï S(ϕ) ϕES(ϕ) è ãðóïï G(ϕ) ϕAG(ϕ) , îáðàòíûìè ê êîòîðûì áóäóò

S(ϕ) ϕE S
(ϕ) è G(ϕ) ϕAG

(ϕ) ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñëåäñòâèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ è äâîéñòâåííîãî ê íåìó

óòâåðæäåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè èçîìîðôèçìå AϕB èìååì èçîìîðôèçìû ïîëóãðóïï ýíäîìîðôèçìîâ

(EndA)ϕE(EndB) | αϕE = ϕ−1αϕ, (EndB)ϕE(EndA) | βϕE = ϕαϕ−1

è ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ AutA , è AutB .

Ïðåäëîæåíèå 1.1.5. Ïîëóãðóïïà èçîòðîïèè Sϕ è ãðóïïà èçîòðîïèè Gϕ èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé ýëåìåíòàìè àëëîòðîïíîé ãðóïïû G(ϕ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýíäîìîðôèçìîâ β ∈ G(ϕ) è b ∈ Sϕ

ϕβb = αϕb = αϕ = ϕβ.

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî βbβ−1 ∈ Sϕ . Ïîýòîìó βSϕβ−1 ⊂ Sϕ . Ïîìåíÿâ β íà β−1 , ïîëó÷èì

îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Åñëè b ∈ Gϕ , òî òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî βGϕβ−1 =

Gϕ .

Ñëåäñòâèå 1.1.6. Íîðìàëèçàòîðû ïîëóãðóïïû èçîòðîïèè Sϕ è ãðóïïû èçîòðîïèè Gϕ â

ãðóïïå AutB ñîäåðæàò àëëîòðîïíóþ ãðóïïó G(ϕ) .

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà ìîðôèçìîâ

âåðíî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïîëóãðóïï è ãðóïï, àññîöèèðîâàííûõ ñ

ìîðôèçìàìè AϕB , BψC , AχC â òîì ñëó÷àå, êîãäà χ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ϕ è ψ .

Ïðåäëîæåíèå 1.1.7. Åñëè χ = ϕψ è ψ � èçîìîðôèçì, òî

S(χ) = ψ−1S(ϕ)ψ, Sχ = ψ−1Sϕψ, G(χ) = ψ−1G(ϕ)ψ, Gχ = ψ−1Gϕψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β ∈ EndB è γ = βψE = ψ−1βψ ∈ EndC . Òîãäà, êàê íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, γ ∈ G(χ) , åñëè è òîëüêî åñëè β ∈ G(ϕ) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G(χ) = ψ−1G(ϕ)ψ .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îñòàëüíûå òðè ðàâåíñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 1.1.8. Åñëè χ = ϕψ , òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

(à) Ñîîòâåòñòâèÿ E (χ) è A (χ) ñîäåðæàò ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâèé E (ϕ) · E (ψ) â êà÷åñòâå ïîäïîëóãðóïïû è A (ϕ) · A (ψ) � â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû.

(á) Èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà Sψ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû Sχ ,

à èçîòðîïíàÿ ãðóïïà Gψ � ïîäãðóïïîé èçîòðîïíîé ãðóïïû Gχ .

(â) Ïðàâûå îáðàçû (S(ϕ) ∩ S(χ))ϕE è (S(ϕ) ∩ S(χ))ϕE ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëóãðóïïàìè ïîëó-

ãðóïï S(ψ) ∩ S(χ) è S(ψ) ∩ Sχ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî

(G(ψ) ∩G(ϕ))ψE ≤ G(ψ) ∩G(χ), (G(ψ) ∩Gϕ)ψE ≤ G(ψ) ∩Gχ.

(ã) Ïðàâûå îáðàçû (S(ϕ) ∩ S(χ))ϕE è (S(ϕ) ∩ Sχ)ϕE ñîäåðæàò ïîäïîëóãðóïïû (S(ϕ) ∩ Sψ

è S(ϕ) ∩ Sψ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî

(G(ϕ) ∩G(χ))ϕA ≥ G(ϕ) ∩G(ψ), (G(ϕ) ∩Gχ)ϕA ≥ G(ϕ) ∩Gψ.

(ä) Åñëè ψ � ìîíîìîðôèçì, òî Sχ = Sϕ , Gχ = Gϕ

S(ψ) ∩ Sϕ = (S(ψ) ∩ Sχ)ψE , G(ψ) ∩Gϕ = (G(ψ) ∩Gχ)ψA,

(S(ψ) ∩ Sϕ)ψE = S(ψ) ∩ Sχ, (G(ψ) ∩Gϕ)ψE = G(ψ) ∩Gχ.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó, ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ. Òîëüêî óòâåðæäåíèå

ï. (à) èç âûøåïðèâåäåííûõ ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì. Ïðè ïåðåõîäå ê äâîéñòâåííûì

óòâåðæäåíèÿì âêëþ÷åíèÿ íå ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ï. (à). Ïðåæäå âñåãî,

ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâèé äëÿ ϕ è ψ ëåæèò â îäíîèìåííîì ñîîòâåòñòâèè äëÿ χ , ïî-

òîìó ÷òî èç ðàâåíñòâ αϕ = ϕβ è βψ = ψγ ñëåäóåò αχ = χγ . Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü

îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîé êîìïîçèöèè ïðîèçâåäåíèÿ îäíîèìåííûõ ñîîòâåòñòâèé äëÿ

ϕ è ψ . Ïàðû (α, γ) è (α′, γ′) ïðèíàäëåæàò ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâèé äëÿ ϕ è ψ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ β è β′ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà αϕ = ϕβ ,

βψ = ψγ è α′ϕ = ϕβ′, β′ψ = ψγ′ . Íî òîãäà (αα′)ϕ = ϕ(ββ′) è (ββ′)ψ = ψ(γγ′) , ò.å.,
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(αα′, γγ′) òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîèçâåäåíèþ ðàññìàòðèâàåìûõ ñîîòâåòñòâèé. Íàêîíåö, åñ-

ëè (α, γ) ∈ A(ϕ) · A(ψ) , òî αϕ = ϕβ è βψ = ψγ ïðè íåêîòîðîì β ∈ AutB . Ïîýòîìó

α−1ϕ = ϕβ−1 , β−1ψ = ψγ−1 , ñëåäîâàòåëüíî, (α−1, γ−1) ∈ A(ϕ) · A(ψ) .

(á) Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ψγ = ψ âëå÷åò χγ = χ .

(â,ã) Åñëè αϕ = ϕβ and βψ = ψγ , òî αχ = χγ . Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóþò ïåðâîå

è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ ï.ï. (â,ã). Ïîäñòàâèâ â ïðèâåäåííîé èìïëèêàöèè α = 1 , ìîæíî

ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ñîîòíîøåíèé ï. (â), à ïîäñòàíîâêîé γ = 1

� äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ñîîòíîøåíèé ï. (ã).

(ä) Åñëè αϕψ = αχ = χ = ϕψ , òî, ñîêðàùàÿ íà ìîíîìîðôèçì ψ , ïîëó÷àåì αϕ = ϕ .

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ, îáðàòíûå ê âêëþ÷åíèÿì ï. (á)∗ , ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâûå

äâà ðàâåíñòâà ï. (ä).

Èç ðàâåíñòâ βψ = ψγ è χγ = χ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ϕβψ = ϕψγ = ϕψ è ïîñëå ñîêðàùå-

íèÿ íà ìîíîìîðôèçì ψ ïîëó÷àåì ϕβ = ϕ . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ, îáðàòíûå

êî âòîðîìó è ÷åòâåðòîìó âêëþ÷åíèÿì ï. (ã), ÷òî äîêàçûâàåò âòîðóþ ïàðó ðàâåíñòâ ï. (ä).

Òðåòüÿ ïàðà ðàâåíñòâ ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîé, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè ìîíîìîðôíîì ψ ψE

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì, à ψE çàäàåò åãî ïîëíûé ïðîîáðàç.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.9. Åñëè χ = ϕψ , òî G(ψ) ∩Gχ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé íîðìàëèçàòîðà

Gψ â Gχ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè γ ∈ G(ψ) ∩ Gχ , òî γ ∈ Gχ è ψγ = βψ äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîð-

ôèçìà β . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1.1.8.(ä) è 1.1.7, ïîëó÷àåì Gψ = Gβψ = Gψγ = γ−1Gψγ . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî γ ïðèíàäëåæèò íîðìàëèçàòîðó Gψ â Gχ .

Çàìå÷àíèå 1.1.10. Åäèíñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè àíàëîãà äîêàçàííî-

ãî ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî çàìåíîé G(ψ) íà S(ψ) è Gψ íà Sψ , ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-

ñòâî, ÷òî ïîÿâëÿþùèéñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ýíäîìîðôèçì β , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ýïèìîðôåí,

ïîýòîìó íå äåéñòâóåò ñâîéñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1.8 (ä)∗ .

×òîáû ïîïðàâèòü äåëî, äîñòàòî÷íî S(ψ) çàìåíèòü ïðàâûì îáðàçîì Ê(B)ψE ïîëóãðóïïû

Ê(B) ýïèìîðôíûõ ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà Â.
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Åñëè χ = ϕψ è ϕ � èçîìîðôèçì, òî â ñèëó 1.9(ä)∗ èìååì ðàâåíñòâî èçîòðîïíûõ ïîëó-

ãðóïï Sχ = Sψ è ãðóïï Gχ = Gψ . Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ èçîòðîïíîé

ïîëóãðóïïû è ãðóïïû ïîäîáúåêòà ñ ïîìîùüþ åãî ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ.

Äâîéñòâåííî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ êîèçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû è ãðóïïû ôàêòîðîáúåêòà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ñóììîé èëè êîìïîçèòîì ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ KiκiA , i ∈ I íà-

çûâàåòñÿ èõ îáúåäèíåíèå KκA (ò.å. òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì äî-

ïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì: êîêîíóñ (KiκiK, i ∈ I), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

σiκ = κi , i ∈ I , ïëîòíûé â ñìûñëå [70], òî åñòü åñëè äëÿ ìîðôèçìîâ Kϕ1B è Kϕ2B âñå

êîìïîçèöèè κiϕ1 è κiϕ2 ñîâïàäàþò, òî ϕ1 = ϕ2 .

Ïðåäëîæåíèå 1.1.11. Ïóñòü KiκiA, i ∈ I � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ, K0κ0A

ñîäåðæèò âñå κi . Òîãäà Sκ0 ≤ ∩i∈IS
κi è Gκ0 ≤ ∩i∈IG

κi . Åñëè κ0 � êîìïîçèò ïîäîáúåêòîâ

κi, i ∈ I, òî ñïðàâåäëèâû è îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ, ò.å.

Sκ0 = ∩i∈IS
κi , Gκ0 = ∩i∈IG

κi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó κi ≤ κ0 , òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1.8 (á) Gκi ≥ Gκ0 , Sκi ≥

Sκ0 , ñëåäîâàòåëüíî, ∩i∈IG
κi ≥ Gκ0 , ∩i∈IS

κi ≥ Sκ0 . ×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå,

çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî α èç ∩i∈IS
κi âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà κiα = κi1 ïðè âñåõ i ∈ I .

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèòà κα = κ1 , òî åñòü α ∈ Sκ .

Çàìå÷àíèå 1.1.12. Óòâåðæäåíèÿ äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû â áîëåå îáùåé

ñèòóàöèè. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ KiκiA, i ∈ I , åñëè ìîðôèçì KκA äåëèò

ýòî ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ, ò.å. κi = σiκ äëÿ ïîäõîäÿùèõ KiσiK ïðè âñåõ i ∈ I , âåðíû

âêëþ÷åíèÿ ∩i∈IS
κi ≥ Sκ , ∩i∈IG

κi ≥ Gκ Îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ ñïðàâåäëèâû, åñëè êîêîíóñ

KiσiK, i ∈ I êîðàçäåëÿþùèé (ïëîòíûé).

Çàìå÷àíèå 1.1.13. Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ KκA ñåìåéñòâà îáúåêòîâ KiκiA, i ∈ I ìîæíî äî-

êàçàòü òîëüêî, ÷òî èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà Sκ ñîäåðæèò êîìïîçèò âñåõ èçîòðîïíûõ ïîëó-

ãðóïï Sκi , à èçîòðîïíàÿ ãðóïïà Gκ � êîìïîçèò âñåõ èçîòðîïíûõ ãðóïï Gκi , ãäå i ∈ I .
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Áîëåå îáùî, ýòè âêëþ÷åíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà KκA , êðàòíîãî

ñåìåéñòâó ìîðôèçìîâ KiκiA, i ∈ I .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(EndA) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïîëóãðóïï ïîëóãðóïïû EndA , à ÷åðåç

P(AutA) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû AutA . Îíè ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëàìè îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè âêëþ÷åíèÿ. Êëàññ Ǎ âñåõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ïðåäîðäèíàëîì

ñ îòíîøåíèåì äåëèìîñòè ìîðôèçìîâ (êîòîðîå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî, íî íå

àíòèñèììåòðè÷íî). Îäíàêî êëàññ P(A) ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A óæå ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì.

Ñîïîñòàâëåíèå ìîðôèçìó èëè ïîäîáúåêòó åãî èçîòðîïíûõ ïîëóãðóïïû è ãðóïïû îïðå-

äåëÿåò îòîáðàæåíèÿ

Ǎ e 0P(EndA), Ǎ a0 P(AutA), P(A) eP(EndA), P(A) aP(AutA),

êîòîðûå ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1.8 (á) àíòèèçîòîííû.

Åñëè ìîðôèçì KκA èìååò êîîáðàç KκcKc , òî äîïîëíèòåëüíûé ê íåìó ìîðôèçì Kcκ
′
cA

ðàâåíñòâîì κcκ
′
c = κ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1.8 (ä)∗ èìååò

òå æå èçîòðîïíûå ïîëóãðóïïó è ãðóïïó, ÷òî è ìîðôèçì κ . Ñàì êîîáðàç ìîðôèçìà KκA

îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ôàêòîðîáúåêò îáúåêòà K . Åñëè äîïîëíèòåëüíûé ê êîîáðàçó

ìîðôèçì κ′i ìîíîìîðôåí, òî îí çàäàåò ïîäîáúåêò îáúåêòà A .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìîðôèçìû κ ∈ Ǎ èìåþò êîîáðàç è äîïîëíèòåëüíûå ê êîîáðàçàì

ìîðôèçìû ìîíîìîðôíû (ýòî óñëîâèå, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âñå κ ∈ Ǎ ðàçëàãà-

þòñÿ â êîìïîçèöèþ êîîáðàçà è îáðàçà). Òîãäà ñîïîñòàâëåíèå ìîðôèçìó κ äîïîëíèòåëü-

íîãî ê åãî êîîáðàçó ìîðôèçìà κ′ , îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Ǎ cP(A) , êîòîðîå ñîãëàñíî

âûøåñêàçàííîìó óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì c e = e0, c a = a0 .

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèÿ èçîòðîïíûõ ïîëóãðóïïû è ãðóïïû íà ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ

(è ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ) κI = (KiκiA, i ∈ I) , îïðåäåëèâ èçîòðîïíóþ ïîëóãðóïïó SκI

êàê ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ, à èçîòðîïíóþ ãðóïïó GκI êàê ìíîæåñòâî âñåõ àâòî-

ìîðôèçìîâ α îáúåêòà A , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì κiα = κi ïðè âñåõ i ∈ I . Òàêèì

îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ èçîòðîïíûå ïîëóãðóïïà è ãðóïïà ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ (èëè ñå-

ìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ) ñîâïàäàþò ñ ïåðåñå÷åíèåì, ñîîòâåòñòâåííî, èçîòðîïíûõ ïîëóãðóïï
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è ãðóïï âñåõ ìîðôèçìîâ (èëè ïîäîáúåêòîâ) ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ

B(Ǎ)ẽ0P(EndA), B(Ǎ)ã0P(AutA), B(P(A))ẽP(EndA), B(P(A))ãP(AutA).

Ýòè îòîáðàæåíèÿ àíòèèçîòîííû è ïåðåâîäÿò îáúåäèíåíèÿ â ïåðåñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî êîì-

ïîçèò îáðàçîâ ýëåìåíòîâ áóëèàíîâ ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, àíòèèçîòîííîñòü îòîáðàæåíèé ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. Äëÿ ëþ-

áûõ ýëåìåíòîâ áóëèàíîâ (ò.å. ñåìåéñòâ) I è J èç ñîîòíîøåíèé I ≤ I ∪ J , J ≤ I ∪ J è

àíòèèçîòîííîñòè ñëåäóåò, ÷òî I ẽ ≥ (I ∪ J )ẽ , J ẽ ≥ (I ∪ J )ẽ è çíà÷èò I ẽ ∩ Jẽ ≥ (I ∩ J )ẽ .

Îáðàòíî, åñëè α ∈ I ẽ∩J ẽ , òî κα = κ äëÿ ëþáîãî κ , ïðèíàäëåæàùåãî I èëè J , ïîýòîìó

α ∈ (I ∪ J )ẽ . Íàêîíåö, åñëè α ïðèíàäëåæèò êîìïîçèòó îáðàçîâ I è J , òî α = α1α2...αn ,

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî αi âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà καi = κ ëèáî äëÿ âñåõ κ ∈ I , ëèáî äëÿ

âñåõ κ ∈ J . Ïîýòîìó κα = κ äëÿ ëþáîãî κ ∈ I ∩ J , òî åñòü α ∈ (I ∩ J )ẽ .

Äàëåå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïîçèòû ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ ïî-

äîáúåêòîâ, òî, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ êîìïîçèò ýòîãî ñåìåéñòâà,

ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå B(P(A))σ],P(A) , êîòîðîå, êàê ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, èçîòîííî è óäî-

âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì σe = ẽ , σa = ã .

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ è äëÿ áóëèàíà êëàññà ìîðôèçìîâ â îáú-

åêò A ñîïîñòàâëåíèåì ñåìåéñòâó ìîðôèçìîâ KiκiA, i ∈ I äîïîëíèòåëüíîãî ìîðôèçìà ê

êîîáðàçó ýòîãî ñåìåéñòâà KiσiK, i ∈ I , åñòåñòâåííî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîîáðàç âñå-

ãäà îïðåäåëåí. Íàïîìíèì, ÷òî êîîáðàçîì ñåìåéñòâà (êîêîíóñà) ìîðôèçìîâ KiκiA, i ∈ I

íàçûâàåòñÿ êîðàçäåëÿþùèé (ïëîòíûé) êîêîíóñ KiσiK, i ∈ I , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò

äîïîëíèòåëüíûé ìîðôèçì KκA , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) σiκ = κi ïðè âñåõ i ∈ I ;

(ii) åñëè äëÿ êîðàçäåëÿþùåãî êîêîíóñà Kiσ
′
iK

′, i ∈ I ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ìîð-

ôèçì K ′κ′A , ïîä÷èíÿþùèéñÿ ðàâåíñòâàì σ′iκ
′ = κi, i ∈ I , òî σi = σ′iσ

′, i ∈ I ïðè íåêîòîðîì

ìîðôèçìå K ′σ′K .

Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå B(Ǎ)σ0Ǎ òàêæå èçîòîííî è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì σ0e0 =
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ẽ0 , σ0a0 = ã0 . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîáåðåì â

Ïðåäëîæåíèå 1.1.14. (à) Ñîïîñòàâëåíèå ñåìåéñòâó ìîðôèçìîâ â îáúåêò À è ñåìåéñòâó

åãî ïîäîáúåêòîâ ïîëóãðóïïû è ãðóïïû èçîòðîïèè îïðåäåëÿåò àíòèèçîòîííûå îòîáðàæå-

íèÿ

Ǎe0P(EndA), P(A)eP(EndA), B(Ǎ)ẽ0P(EndA), B(P(A))ẽP(EndA);

Ǎa0P(AutA), P(A)aP(AutA), B(Ǎ)ã0P(AutA), B(P(A))ãP(AutA);

(á) Îòîáðàæåíèÿ ẽ0, ẽ, ã0, ã ïåðåâîäÿò îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ áóëèàíîâ â ïåðåñå÷å-

íèå èõ îáðàçîâ, à îáðàç ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò êîìïîçèò èõ îáðàçîâ. Åñ-

ëè ñóùåñòâóþò êîîáðàçû ñåìåéñòâ ìîðôèçìîâ â îáúåêò è êîìïîçèòû ñåìåéñòâ ïîäîáú-

åêòîâ îáúåêòà A, òî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ îòîáðàæåíèé e0, e, a0, a

ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ íà èõ êîîáðàç è êîìïîçèò.

â) Ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ êîîáðàçîâ ìîðôèçìîâ èç Ǎ è ìîíîìîðôíîñòè äîïîëíè-

òåëüíîãî ê êîî6ðàçó ìîðôèçìà, ñîïîñòàâëÿÿ ìîðôèçìàì èç Ǎ äîïîëíèòåëüíûé ê êîîáðà-

çó ìîðôèçì, ïîëó÷àåì èçîòîííîå îòîáðàæåíèå ǍcP(A), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

ce = e0 , ca = a0 .

(ã) Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ï.(á), îòîáðàæåíèÿ B(Ǎ)σ0A è B(P(A))σP(A) èçîòîííûå è

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì σ0e0 = ẽ0, σ0a0 = ã0, σe = ẽ, σa = ã.

1.2 Ìîðôèçìû, àññîöèèðîâàííûå ñ ìíîæåñòâàìè

ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà

Åñëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå èññëåäîâàëèñü ïîëóãðóïïû è ãðóïïû, ñâÿçàííûå ñ ìîð-

ôèçìîì, â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ìîðôèçìû, ñòàíäàðòíî àññîöèèðóåìûå ñ ïîäìíîæå-

ñòâàìè ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ìîðôèçì KκA íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíûì èëè ñòàáèëüíûì îòíî-

ñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà KκA îáúåêòà À, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðà-
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æåíèÿ Ǎα∗Ǎ , ò.å.

κα∗ = κ · α = κ

.

Ìîðôèçì KκA íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíûì èëè ñòàáèëüíûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

ýíäîìîðôèçìîâ M ⊂ EndA , åñëè îí ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî âñåõ α ∈M .

Ïåðå÷èñëèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñòàáèëüíîñòè ìîðôèçìîâ:

(à) Åñëè ìîðôèçì KκA ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M ⊂ EndA è K ′σK �

ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì, òî è êîìïîçèöèÿ K ′σκA ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M .

Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ ñòàáèëüíîñòü ïîäîáúåêòà îáú-

åêòà A êàê ñòàáèëüíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ KκA ýòîãî ïîäîáúåêòà.

(á) Åñëè KiσiK, i ∈ I � êîðàçäåëÿþùèé (ïëîòíûé) êîêîíóñ ìîðôèçìîâ è âñå ìîðôèç-

ìû σiκ ñòàáèëüíû îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ M , òî è ìîðôèçì κ ñòàáèëåí

îòíîñèòåëüíî M . Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîìïîçèöèÿ ýïèìîðôèçìà σ è íåêîòîðîãî ìîðôèç-

ìà κ ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ M , òî è ìîðôèçì κ ñòàáèëåí

îòíîñèòåëüíî M .

Ïðèìåíÿÿ ýòî ñâîéñòâî ê ïîäîáúåêòàì, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ ñòà-

áèëüíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ, òî è êîìïîçèò ýòîãî ñåìåé-

ñòâà ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ.

(â) Åñëè ìîðôèçì (èëè ïîäîáúåêò) KκA ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M ⊂

EndA , òî îí ñòàáèëåí è îòíîñèòåëüíî åãî ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà L .

(ã) Åñëè ìîðôèçì (èëè ïîäîáúåêò) KκA ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìîâ α, α′ ∈

EndA , òî ñòàáèëåí è îòíîñèòåëüíî èõ êîìïîçèöèè. Åñëè KκA ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî

àâòîìîðôèçìà α ∈ AutA , òî ñòàáèëåí è îòíîñèòåëüíî îáðàòíîãî àâòîìîðôèçìà α−1 .

Êàê ñëåäñòâèå, åñëè KκA ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ èëè àâ-

òîìîðôèçìîâ M îáúåêòà A , òî îí ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ïîëóãðóïïû è, ñîîòâåòñòâåííî,

ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì M .

(ä) Êàæäûé ìîðôèçì (è ïîäîáúåêò) ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ñâîåé ïîëóãðóïïû èçîòðî-
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ïèè. Áîëåå òîãî, åñëè ìîðôèçì (èëè ïîäîáúåêò) KκA ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

ýíäîìîðôèçìîâ M , òî M ëåæèò â ïîëóãðóïïå èçîòðîïèè Sκ . Åñëè âñå ýíäîìîðôèçìû èç

M îáðàòèìû (ò.å. ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè), òî M ëåæèò â ãðóïïå èçîòðîïèè Gκ .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà (è ïîäîáúåêòà) ìàêñèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ýí-

äîìîðôèçìîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îí ñòàáèëåí, ÿâëÿåòñÿ åãî èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà,

à ìàêñèìàëüíûì ìíîæåñòâîì àâòîìîðôèçìîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îí ñòàáèëåí � åãî

èçîòðîïíàÿ ãðóïïà.

(å) Îáîçíà÷èì ÷åðåç ǍM è PM(A) , ñîîòâåòñòâåííî, êëàññû âñåõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò A

è âñåõ ïîäîáúåêòîâ ýòîãî îáúåêòà, ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ

M . Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì (à) è (á) êëàññ ǍM çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ëåâûõ êîìïîçèöèé è

ñîêðàùåíèé íà ýïèìîðôèçìû, à êëàññ PM(A) âìåñòå ñ êàæäûì ïîäîáúåêòîì ñîäåðæèò

âñå ëåæàùèå â íåì ïîäîáúåêòû è âìåñòå ñ êàæäûì ñåìåéñòâîì ïîäîáúåêòîâ � êîìïîçèò

ýòîãî ñåìåéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïðèíàäëåæàùèé êëàññó ǍM ìîíîìîðôíûé ïðàâûé íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü ýòîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé îáúåêòà A ïî ìíîæåñòâó ýíäîìîð-

ôèçìîâ M . Òàêèì îáðàçîì, ìîíîìîðôèçì KκA íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé îáúåêòà À ïî

ìíîæåñòâó ýíäîìîðôèçìîâ M ýòîãî îáúåêòà, åñëè

(i) κα = κ äëÿ ëþáîãî α ∈M ;

(ii) äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà K ′κ′A , óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâàì κ′α = κ′ ïðè âñåõ

α ∈M , ñóùåñòâóåò ìîðôèçì K ′σK òàêîé, ÷òîκ′ = σκ .

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ìîíîìîðôíîñòè κ ìîðôèçì σ âûøåïðèâåäåííûì ðàâåíñòâîì

îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî; áîëåå òîãî, óñëîâèå ìîíîìîðôíîñòè κ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

åäèíñòâåííîñòè σ .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ëåâûé ýïèìîðôíûé äåëèòåëü ñòàáèëèçàöèè îáúåêòà

ïî ïðîèçâîëüíîìó ìíîæåñòâó M ⊂ EndA ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ìîðôèçìû, óäîâëå-

òâîðÿþùèå òàêîìó ñâîéñòâó ìû íàçûâàåì êîïðîñòûìè.

Ñòàáèëèçàöèÿ ëþáîãî îáúåêòà ïî ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó åãî ïîëóãðóïïû ýí-
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äîìîðôèçìîâ â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà

èçîìîðôèçìû, ò.å. ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ïîäîáúåêòîì ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà, îïðåäå-

ëåííûì îäíîçíà÷íî. Òî÷íåå, îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïîäîáúåêòîì êëàññà PM(A) .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Ìîíîìîðôèçì KκA ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé îáúåêòà A ïî íåêî-

òîðîìó ìíîæåñòâó ýíäîìîðôèçìîâ M ⊂ EndA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðà-

æåíèå Ǩκ∗Ǎ, vκ∗ = v · κ èíúåêòèâíî è èìååò îáðàçîì ǍM , ò.å. îïðåäåëÿåò áèåêöèþ

ìåæäó Ǩ è ǍM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ κ∗ ýêâèâàëåíòíà ìîíîìîðô-

íîñòè ìîðôèçìà κ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ∗ îòîáðàæàåò Ǩ íà ǍM . Òîãäà 1Kκ∗ = κ ∈ ǍM . Êðîìå òîãî, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî M -ñòàáèëüíîãî ìîðôèçìà v ∈ Ǎ ñóùåñòâóåò ìîðôèçì u ∈ Ǩ òàêîé, ÷òî

v = uκ∗ = uκ . Ñëåäîâàòåëüíî, κ ñòàáèëèçàöèÿ A ïî M .

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ � ñòàáèëèçàöèÿ A ïî M . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà

u ∈ Ǩ è ëþáîãî ýíäîìîðôèçìà α ∈M èìååì (uκ∗)α = uκα = uκ∗ , òàê ÷òî uκ∗ ∈ ǍM .

Â ñèëó ñâîéñòâà (ã) ñòàáèëüíîñòè ìîðôèçìîâ, åñëè KκA ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé A ïî

ìíîæåñòâó ýíäîìîðôèçìîâ M ⊂ EndA , òî ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñòàáèëèçàöèåé ïî ïîëóãðóïïå

ýíäîìîðôèçìîâ, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì M , èëè äàæå ïî ïîäãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ,

ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì M , â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ýíäîìîðôèçìû èç M îáðàòèìû.

Ïîýòîìó ðåçîííî ðàññìàòðèâàòü ñòàáèëèçàöèè òîëüêî ïî ïîäïîëóãðóïïàì (â ÷àñòíîñòè,

ïîäãðóïïàì) ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ äàííîãî îáúåêòà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ps(EndA) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïîëóãðóïï G ïîëóãðóïïû EndA , ïî

êîòîðûì ñòàáèëèçàöèÿ îáúåêòà A ñóùåñòâóåò, ÷åðåç Ps̃(EndA) è Ps̃0(EndA) � ìíîæåñòâà

âñåõ ïîäïîëóãðóïï G ïîëóãðóïïû EndA , äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî êëàññû PG(A) è

ǍG íå ïóñòûå. Î÷åâèäíî Ps(EndA) ⊂ Ps̃(EndA) ⊂ Ps̃0(EndA) .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Ñ ïîìîùüþ ñîïîñòàâëåíèÿ ïîäõîäÿùèì ïîäïîëóãðóïïàì ïîëóãðóï-

ïû EndA ñòàáèëèçàöèé ïî íèì, à òàêæå ìíîæåñòâ âñåõ ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî íèõ
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ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A è ìîðôèçìîâ â îáúåêò A îïðåäåëÿþòñÿ àíòèèçîòîííûå îòîá-

ðàæåíèÿ

Ps(EndA)sP(A), Ps̃(EndA)s̃B(P(A)), Ps̃0(EndA)s̃0B(Ǎ),

ñâÿçàííûå ðàâåíñòâàìè s̃σ = s è s̃0c = s̃ ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèé σ è

c (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.1.14(â),(ã)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ïåðâîãî ðàâåíñòâà. Åñëè G ∈

Ps̃(EndA) , òî Gs̃ = PG(A) , à PG(A)σ � êîìïîçèò âñåõ ïîäîáúåêòîâ èç PG(A) , ÿâëÿþ-

ùèéñÿ ñîãëàñíî ñâîéñòâó (á) ñòàáèëüíîñòè ìîðôèçìîâ íàèáîëüøèì ïîäîáúåêòîì êëàññà

PG(A) , ò.å. ñòàáèëèçàöèåé A ïî G .

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçàöèè îáúåêòà A ïî ïîäïîëóãðóïïå (íà

ñàìîì äåëå òî æå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà) G ïîëóãðóïïû EndA äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû PG(A) áûëî íåïóñòî è ñóùåñòâîâàëà ñóììà âñåõ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A,

ïðèíàäëåæàùèõ PG(A).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.4. Ïóñòü KκA ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó M ⊂ EndA. Íàèáîëü-

øèì ìíîæåñòâîì ýíäîìîðôèçìîâ, ñòàáèëèçàöèÿ ïî êîòîðîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîðôèç-

ìîì κ, áóäåò èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà Sκ . Ìîðôèçì κ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî ëþ-

áîìó ìíîæåñòâó ýíäîìîðôèçìîâ L, óäîâëåòâîðÿþùåìó ñîîòíîøåíèÿì M ⊂ L ⊂ Sκ .

Åñëè M ⊂ AutA, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñ çàìåíîé ïîëóãðóïïû èçîòðîïèè Sκ íà

ãðóïïó èçîòðîïèè Gκ âåðíû äëÿ ìíîæåñòâ àâòîìîðôèçìîâ, ïî êîòîðûì k ÿâëÿåòñÿ

ñòàáèëèçàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìîðôèçì κ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó ýí-

äîìîðôèçìîâ L , òî L ñîñòîèò èç èçîòðîïíûõ ýíäîìîðôèçìîâ ìîðôèçìà κ , à Sκ ïî îïðå-

äåëåíèþ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ èçîòðîïíûõ ýíäîìîðôèçìîâ ìîðôèçìà κ . Ïîýòîìó L ⊂ Sκ .

Äàëåå, èç âêëþ÷åíèÿ L ⊂ Sκ ñëåäóåò, ÷òî Sκ -ñòàáèëüíûé ìîðôèçì κ òåì áîëåå áó-

äåò L-ñòàáèëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âêëþ÷åíèÿ M ⊂ L âûòåêàåò, ÷òî âñÿêèé L-

ñòàáèëüíûé ìîðôèçì κ′ áóäó÷è è M -ñòàáèëüíûì, áóäåò äåëèòüñÿ íà M -ñòàáèëèçàöèþ κ .

Çíà÷èò κ ÿâëÿåòñÿ L-ñòàáèëèçàöèåé.
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Òàêèì îáðàçîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìîâ, ïî êîòîðîìó äàííûé ìîð-

ôèçì ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé, îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ìîðôèçì KκA íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ñòàáèëèçàöèåé, åñëè ÿâëÿ-

åòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî åäèíñòâåííîé ïîëóãðóïïå ýíäîìîðôèçìîâ S ⊂ EndA , çàìêíóòîé

îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå 1.2.5. Åñëè KκA � ñîâåðøåííàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïî ïîëóãðóïïå ýíäîìîðôèçìîâ

S , òî S ñîâïàäàåò ñ ïîëóãðóïïîé èçîòðîïèè Sκ . Åñëè ê òîìó æå S ⊂ AutA, òî S =

Gκ = Sκ .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.6. (à) Åñëè ìîðôèçì KκA ñòàáèëåí ïî äåéñòâèþ ìíîæåñòâà M ⊂

EndA è α � ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì îáúåêòà A, òî ìîðôèçì KκαA ñòàáèëåí îò-

íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñîïðÿæåííîãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ α−1Mα.

(á) Åñëè KκA � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó M ⊂ EndA, òî ïðè ïðîèçâîëüíîì

àâòîìîðôèçìå α îáúåêòà A êîìïîçèöèÿ KκαA áóäåò ñòàáèëèçàöèåé ïî ñîïðÿæåííîìó

ìíîæåñòâó α−1Mα.

(â) Åñëè ìîðôèçì KκA ñòàáèëåí ïî ïîäìíîæåñòâó M ⊂ EndA è α � ýëåìåíò íîð-

ìàëèçàòîðà M â EndA, òî è êîìïîçèöèÿ κα ñòàáèëüíà ïî M .

(ã) Åñëè KκA � ñòàáèëèçàöèÿ ïî M ⊂ EndA, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α íîðìà-

ëèçàòîðà M â EndA íàéäåòñÿ ýíäîìîðôèçì β òàêîé, ÷òî κα = βκ. Òàêèì îáðàçîì,

íîðìàëèçàòîð M â EndA ñîäåðæèòñÿ â àëëîòðîïíîé ïîëóãðóïïå S(κ) .

(ä) Åñëè KκA � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ïîäìíîæåñòâó M ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îáúåêòà

A, òî íîðìàëèçàòîð M â AutA ëåæèò â àëëîòðîïíîé ãðóïïå G(κ) ìîðôèçìà κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (â) Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðèíàäëåæíîñòü α íîðìàëèçàòîðó ìíîæåñòâà M

â EndA îçíà÷àåò, ÷òî α ∈ EndA è αM = Mα . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî a ∈ M íàéäåòñÿ

a′ ∈ M òàêîé, ÷òî αa = a′α . Íî òîãäà καa = κa′α = κα . Çàìåòèì, ÷òî (â) ñëåäóåò èç (à)

òîëüêî â ñëó÷àå îáðàòèìîñòè α .

(ã) ñëåäóåò èç (â) è îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëèçàöèè κ .
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(ä) Åñëè α ïðèíàäëåæèò íîðìàëèçàòîðó M â AutA , òî è α−1 ïðèíàäëåæèò, ïîýòîìó

ñîãëàñíî (ã) íàéäóòñÿ ýíäîìîðôèçìû β è β′ , óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì κα = βκ è

κα−1 = β′κ . Òîãäà ββ′κ = β′βκ = κ è â ñèëó ìîíîìîðôíîñòè κ èìååì β′ = β−1 .

Ñîáåðåì âîåäèíî ðåçóëüòàòû ñëåäñòâèÿ ê ïðåäëîæåíèþ 1.1.5 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2.6 (ã,

ä).

Òåîðåìà 1.2.7. Åñëè ìîðôèçì KκA ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé, òî

(i) íîðìàëèçàòîð åãî èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû Sκ â ãðóïïå AutA ñîäåðæèò àëëîòðîï-

íóþ ãðóïïó G(κ) è ñîäåðæèòñÿ â àëëîòðîïíîé ïîëóãðóïïå S(κ) ìîðôèçìà κ;

(ii) íîðìàëèçàòîð èçîòðîïíîé ãðóïïû Gκ ìîðôèçìà κ â AutA ñîâïàäàåò ñ àëëîòðîï-

íîé ãðóïïîé G(κ) ýòîãî ìîðôèçìà.

Âåðíåìñÿ ê ñþæåòó, çàòðîíóòîìó â ïåðâîì ïàðàãðàôå è êàñàþùåìóñÿ ìîðôèçìîâ AϕB ,

BψC , AχC , ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì χ = ϕψ .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.8. Ïóñòü ψ � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó ýíäîìîðôèçìîâ M , σψeS(ψ)

è G(ψ)ψaG(ψ) èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû ïåðåñòàíîâî÷íûõ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

ψ ïîëóãðóïï è ãðóïï. Òîãäà

(à)
(
Sϕ ∩ S(ψ)

)
(ψe)−1 = σ ∩ Sχ ñîäåðæèò íîðìàëèçàòîð M â Sχ ;

(b)
(
Gϕ ∩G(ψ)

)
(ψa)−1 = G(ψ) ∩ Gχ ñîäåðæèò íîðìàëèçàòîð M â Gχ è ñîâïàäàåò ñ

íîðìàëèçàòîðîì Gψ â Gχ , åñëè M ⊂ AutC .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1.8 (ä)
(
Sϕ ∩ S(ψ)

)
(ψe)−1 =

(
Sϕ ∩ S(ψ)

)
ψe =

σ ∩ Sχ è àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ è èõ

îòîáðàæåíèé. Â ñèëó 1.2.6 (ã,ä) Sχ ∩ σ ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå Sχ ñ íîðìàëèçàòîðîì M â

EndC , ò.å. íîðìàëèçàòîð M â Sχ (îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (à), â ÷àñòíîñòè, âåðíî ïðè

M = Sψ ), è àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ âåðíû äëÿ ãðóïï â ñëó÷àå, êîãäà M ⊂ AutC . Ïðè

ýòîì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1.9 ñïðàâåäëèâî òàêæå îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ÷òî äîêàçûâàåò

ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ï. (á).
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.9. Åñëè χ = ϕψ è (β, γ) � ïàðà ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ψ àññîöèèðîâàí-

íûõ ýíäîìîðôèçìîâ, òî èç ñòàáèëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî β ñëåäóåò ñòàáèëüíîñòü χ

îòíîñèòåëüíî γ . Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ âåðíà ïðè óñëîâèè ìîíîìîðôíîñòè ψ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè ϕβ = ϕ èìååì χγ = ϕψγ = ϕβψ = ϕψ = χ . Îáðàòíî,

åñëè χγ = χ , òî ϕβψ = ϕψγ = ϕψ , è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ìîíîìîðôèçì ψ ïîëó÷àåì

ϕβ = ϕ .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.10. (à) Ïóñòü χ = ϕψ � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó ýíäîìîð-

ôèçìîâ M , à ψ � ïðîèçâîëüíûé ìîíîìîðôèçì. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçìû ïîëóãðóïï

σψeS(ψ) è ãðóïï G(ψ)ψaG(ψ) . Åñëè M � ïîäìíîæåñòâî σ èëè G(ψ)Ì, òî ϕ � ñòàáèëèçà-

öèÿ ïî Mψe è, ñîîòâåòñòâåííî, Mψa .

(á) Ïóñòü χ = sM , ψ = sL � ñòàáèëèçàöèè ïî ìíîæåñòâàì ýíäîìîðôèçìîâ L ⊂M ⊂

EndC . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîíîìîðôèçì ϕ = sLM òàêîé, ÷òî χ = ϕψ . Åñëè

M ëåæèò â íîðìàëèçàòîðå L â EndC , â ÷àñòíîñòè, åñëè L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ñîïðÿæåíèé çëåìåíòàìè , òî ϕ = sK � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó K = Mψe .

(â) Åñëè χ = sM è ψ = sL ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëèçàöèÿìè ïî ïîäãðóïïàì ãðóïïû àâòî-

ìîðôèçìîâ îáúåêòà C : L < M < AutC , è L � íîðìàëüíûé äåëèòåëü M , òî ϕ = sLM = sK

� ñòàáèëèçàöèÿ ïî ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ K = Mψa , êîòîðàÿ èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå

M
/
M ∩Gψ , ñâîäÿùåéñÿ ê = M /L ïðè L = Gψ .

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ñòàáèëüíîñòü ϕ îòíîñèòåëüíî K ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 â

ñèëó ìîíîìîðôíîñòè ñòàáèëèçàöèè ψ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ′ � ñòàáèëüíûé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K ìîðôèçì. Òîãäà ñî-

ãëàñíî òîìó æå ïðåäëîæåíèþ êîìïîçèöèÿ χ′ = ϕ′ψ áóäåò ñòàáèëüíà îòíîñèòåëüíî M .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ñòàáèëèçàöèè χ ïî M äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà σ èìå-

åì χ′ = σχ . Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ χ è χ′ è

ñîêðàòèâ íà ìîíîìîðôèçì ψ , ïîëó÷èì ϕ′ = σϕ .

(á) Ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà ϕ , óäîâëåòâîðÿþùåãî íóæíîìó ðàâåíñòâó, ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ L-ñòàáèëèçàöèè ψ è ñòàáèëüíîñòè χ îòíîñèòåëüíî L ⊂M . Åñëè M ëåæèò â
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íîðìàëèçàòîðå L â EndC (â ÷àñòíîñòè, ïðè L , èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé

ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà M , êîãäà M ⊂ AutC ), ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 (ã)

M ëåæèò â àëëîòðîïíîé ïîëóãðóïïå σ ìîðôèçìà ψ , âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîñûëêè óòâåð-

æäåíèÿ ï. (à), ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî åãî çàêëþ÷åíèå.

(â) Åñëè L íîðìàëüíûé äåëèòåëü M , òî M ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëèçàòîðå L â AutC

è ïðèìåíèìî óòâåðæäåíèå ï. (á), ñîãëàñíî êîòîðîìó ϕ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî îáðàçó

K ãîìîìîðôèçìà ãðóïï MψaG(ψ) ñ ÿäðîì M ∩Gψ .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.11. Ïóñòü BψC ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó L ⊂ EndC , AϕB ñòà-

áèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó K ⊂ S(ψ) . Òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ χ = ϕψ � ñòàáèëèçàöèÿ ïî

ìíîæåñòâó

(à) M = K ′ ∪ L ïðè ëþáîì K ′ ⊂ EndC òàêîì, ÷òî K ′ψe = K , â ÷àñòíîñòè, ïðè

K ′ = Kψe = K(ψe)−1 ;

(á) M = Kψe = K(ψe)−1 , åñëè K ñîäåðæèò åäèíèöó 1B ;

(â) M = Kψa = K(ψa)−1 , åñëè L ⊂ AutC , K ⊂ AutB è 1B ∈ K .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ñòàáèëüíîñòü χ îòíîñèòåëüíî M íåìåäëåííî ñëåäóåò èç

ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ′ ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî M . Òàê êàê â êàæ-

äîì èç ñëó÷àåâ (à-â) L ⊂M ìîðôèçì χ′ ñòàáèëåí ïî L è ïî îïðåäåëåíèþ L-ñòàáèëèçàöèè

ψ ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ϕ′ òàêîé, ÷òî χ′ = ϕ′ψ . Îïÿòü íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9

ìîðôèçì ϕ′ ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî K . Ïîñêîëüêó ϕ � K -ñòàáèëèçàöèÿ, èìååì ϕ′ = σϕ

ïðè íåêîòîðîì ìîðôèçìå σ . Èòîãî χ′ = σχ .

Ñëåäñòâèå 1.2.12. Åñëè ψ � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó àâòîìîðôèçìîâ, à ϕ � ñòà-

áèëèçàöèÿ ïî ãðóïïå K àâòîìîðôèçìîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ìîðôèçìîì ψ , òàê ÷òî

K ⊂ G(ψ) , òî èõ êîìïîçèöèÿ χ = ϕψ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî íîðìàëèçàòîðó ãðóï-

ïû èçîòðîïèè Gψ â ãðóïïå èçîòðîïèè Gχ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.2.4, 1.1.2 (à), 1.1.8 (â), 1.2.8 (á), ïîëó÷àåì

öåïü âêëþ÷åíèé

Kψa ⊂ Gϕψa ⊂ Gχ ∩G(ψ) = N ⊂ Gχ.
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Â ñèëó ï. (â) âûøåäîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ χ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî ìíîæåñòâó

Kψa , ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëþáîìó ìíîæåñòâó, ñîäåðæàùåìó ýòî ìíîæåñòâî è ëåæàùåìó â

Gχ , â òîì ÷èñëå, ïî N . Åñëè ñòàáèëèçàöèÿ χ � ñîâåðøåííàÿ, òî N = Gχ , à ýòî â òî÷íîñòè

îçíà÷àåò, ÷òî Gψ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì Gχ .

Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäëîæåíèè 1.2.10 (â) è âûøå ïîëó÷åííîì ñëåäñòâèè, ñôîðìóëèðóåì

òåîðåìó, ÿâëÿþùóþñÿ êàòåãîðíûì àíàëîãîì óòâåðæäåíèÿ (â) îñíîâíîé òåîðåìû êëàññè-

÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà.

Òåîðåìà 1.2.13. Ïóñòü χ = ϕψ � ñîâåðøåííàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè G,

à ψ � ñòàáèëèçàöèÿ ñ ãðóïïîé èçîòðîïèè H . Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,

ïðè÷åì ϕ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî Gψa ∼= G /H â òîì ñëó÷àå, êîãäà H � íîðìàëüíûé

äåëèòåëü ãðóïïû G. Îáðàòíî, åñëè ϕ � ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó àâòîìîðôèçìîâ,

ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ψ , òî H � íîðìàëüíûé äåëèòåëü G.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.14. Ïóñòü KiκiA � ñòàáèëèçàöèè ïî ïîäìíîæåñòâàì ýíäîìîðôèç-

ìîâ Mi ⊂ EndA, i ∈ I ñîîòâåòñòâåííî, à M,M ′ � ïîäìíîæåñòâà ïîëóãðóïïû EndA,

îáðàçîâàííûå ñîîòâåòñòâåííî èç âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâ

Mi è âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ Mi è îáðàòíûõ èì ýëåìåíòîâ. Òîãäà åñëè

ñóùåñòâóåò êîàìàëüãàìà KσiKi, i ∈ I ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ KiσiA, i ∈ I, òî ñêâîçíîé

ìîðôèçì κ = σiκi ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé êàê ïî M , òàê è ïî M ′ . Îáðàòíî, åñëè KκA

� ñòàáèëèçàöèÿ ïî ìíîæåñòâó M èëè M ′ , òî èç âêëþ÷åíèé Mi ⊂M,M ′ ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ KσiKi, i ∈ I, êàæäîå èç êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì σiκi = κ, ïðè÷åì ýòî ñåìåéñòâî çàäàåò êîàìàëüãàìó ñåìåéñòâà

ìîðôèçìîâ KiκiA, i ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè KσiKi � êîàìàëüãàìà ñåìåéñòâà KiκiA, i ∈ I , òî ñêâîçíîé ìîð-

ôèçì κ = σiκi íå çàâèñèò îò âûáîðà i ∈ I è äëÿ ëþáîãî ýíäîìîðôèçìà α = αm1
1 αm2

2 ...αmr
r ,

ãäå êàæäûé ýíäîìîðôèçì αj ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó Mi , à mj = ±1 , áåç òðóäà ïðîâåðÿ-

åòñÿ, ÷òî κα = κ . Ïîýòîìó κ ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî M è M ′ . Êðîìå òîãî, ïðîèçâîëüíûé

ñòàáèëüíûé îòíîñèòåëüíî M èëè M ′ ìîðôèçì K ′κ′A ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî âñåõ Mi .
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ïîýòîìó κ′ = σ′iκi äëÿ ïîäõîäÿùèõ ìîðôèçìîâ K ′σ′iKi . Ïî îïðåäåëåíèþ êîàìàëüãàìû

ñóùåñòâóåò ìîðôèçì K ′σ′K òàêîé, ÷òî σ′σi = σ′i ïðè âñåõ i ∈ I . Óìíîæèâ îáå ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà κi , ïîëó÷àåì σ′κ = κ′ .

Îáðàòíî, ïðîâåðèì, ÷òî ñåìåéñòâî KσiKi, i ∈ I çàäàåò êîàìàëüãàìó ñåìåéñòâà KiκiA, i ∈

I . Ðàâåíñòâà κ = σiκi âûïîëíÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðà-

âåíñòâà κ′ = σ′iκi âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ K ′σ′iKi, i ∈ I . Òîãäà ñêâîçíîé

ìîðôèçì κ′ íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî M è M ′ , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìîðôèçì K ′σ′K ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó σ′κ = κ′ . Òîãäà σ′σiκi = σ′iκi , è, ðàçäåëèâ íà ìîíîìîðôèçì

κi , ïîëó÷èì σ′σi = σ′i ïðè âñåõ i ∈ I .

Ñëåäñòâèå 1.2.15. Ïóñòü N � íàèìåíüøèé íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû AutA, ñîäåð-

æàùèé åå ïîäãðóïïó G. Â êàòåãîðèè ñ êîàìàëüãàìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñòàáèëèçàöèÿ ïî

G, òî ñóùåñòâóåò è ñòàáèëèçàöèÿ ïî N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïîëó÷åííîå ïðåäëîæåíèå ê

ñåìåéñòâó ìîðôèçìîâ KκαA , α ∈ AutA , êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ïðåä-

ëîæåíèþ 1.2.6 (á) ñòàáèëèçàöèåé ïî ãðóïïå Gα = α−1Gα . Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó,

÷òî N ïîðîæäàåòñÿ âñåìè óêàçàííûìè ãðóïïàìè. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ñóùåñòâîâàëà êîàìàëüãàìà ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ KκαA , α ∈ AutA .

Ñëåäñòâèå 1.2.16. Â êàòåãîðèè, êàæäûé ìîðôèçì êîòîðîé ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

êîîáðàçà è îáðàçà, â ïðåäïîñûëêàõ ïðåäëîæåíèÿ 1.2.14 ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà ïîäîáúåê-

òîâ KiκiA, i ∈ I è ñòàáèëèçàöèè ïî ìíîæåñòâàì M è/èëè M ′ ñóùåñòâóþò îäíîâðå-

ìåííî è ñîâïàäàþò.

Íà ñàìîì äåëå çäåñü äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â êîìïîçèöèþ êîîáðàçà è îáðàçà ðàçëàãàëñÿ

ëþáîé ìîðôèçì, ñòàáèëüíûé îòíîñèòåëüíî M èëè M ′ .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.17. Ïóñòü K0σiKi, i ∈ I � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ, KiκiA,

i ∈ I � àìàëüãàìà ýòîãî ñåìåéñòâà, κ0 = σiκi - ñêâîçíîé ìîðôèçì, Sκi � èçîòðîï-

íûå ïîëóãðóïïû ìîðôèçìîâ κi, i ∈ I ∪ {0}. Ïåðåñå÷åíèå ∩i∈IS
κi èçîòðîïíûõ ïîëóãðóïï
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Sκi ⊂ Sκ0 òðèâèàëüíî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçàöèè îáúåêòà A ïî ëþáîìó

ýëåìåíòó α ∈ ∩i∈IS
κi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü TτA ñòàáèëèçàöèÿ ïî ýëåìåíòó α ∈ ∩i∈IS
κi . Òîãäà âñå ìîðôèçìû

κi ñòàáèëüíû îòíîñèòåëüíî α è ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ìîðôèçìà KiρiT èìååì κi = ρiτ .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ κi è κ0 â ðàâåíñòâî κ0 = σiκi è ñîêðàùàÿ íà ìîíîìîðôèçì

τ , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ρ0 = σiρi ïðè ïðîèçâîëüíîì i ∈ I . Ïî îïðåäåëåíèþ àìàëüãàìû

ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Aτ ′T òàêîé, ÷òî κiτ
′ = ρi ïðè âñåõ i ∈ I . Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ρi â

ðàâåíñòâî κi = ρiτ ïîëó÷àåì κi = κiτ
′τ äëÿ âñåõ i ∈ I . Îïÿòü ïî îïðåäåëåíèþ àìàëüãàìû

τ ′τ = 1 . Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà τα = τ ñëåäóåò, ÷òî α = 1 .

1.3 Ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà

Íàïîìíèì îäíó èçâåñòíóþ êîíñòðóêöèþ (ñì. [6], [12], [65]).

Ïóñòü W ⊂ X × Y ïðîèçâîëüíîå ñîîòâåòñòâèå èç êëàññà X â êëàññ Y . Äëÿ ëþáûõ

x ∈ X è y ∈ Y ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäêëàññû:

xW∗ ⊂ Y , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ýëåìåíòîâ y ∈ Y òàêèõ, ÷òî (x, y) ∈ W ;

yW ∗ ⊂ X , îáðàçîâàííûé âñåìè ýëåìåíòàìè x ∈ X , óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ

(x, y) ∈ W .

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç B(X) è B(Y ) êëàññû âñåõ ïîäêëàññîâ (áóëèàíû) êëàññîâ X è Y ñîîò-

âåòñòâåííî, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ B(X)W∗B(Y ) è B(Y )W ∗B(X) ðàâåíñòâàìè UW∗ =

∩x∈UxW∗ è VW ∗ = ∩y∈V yW ∗ .

Ýòè îòîáðàæåíèÿ àíòèèçîòîííû è èõ êîìïîçèöèè � óâåëè÷èâàþùèå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïàðà îòîáðàæåíèé îðäèíàëîâ Xw∗Y , Yw∗X , ãäå

(à) w∗ è w∗ � àíòèèçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ;

(á) w∗w
∗ and w∗w∗ � óâåëè÷èâàþùèå îòîáðàæåíèÿ,

íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà è äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ w .

Èç îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâ (à) è (á) ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà.
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(â) Îòîáðàæåíèÿ w∗ è w∗ êâàçèîáðàòíû äðóã ê äðóãó.

(ã) Äëÿ ëþáûõ êëàññîâ ýëåìåíòîâ I ⊂ X è J ⊂ Y ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ:

(∪u∈Iu)w∗ = ∩u∈Iuw∗, (∩u∈Iu)w∗ ≥ ∪u∈Iuw∗,

(∪v∈J v)w∗ = ∩v∈J vw∗, (∩v∈J v)w∗ ≥ ∪v∈J vw∗,

(åñòåñòâåííî, ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé).

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ýëåìåíòû ū = uw∗w
∗ è v̄ = vw∗w∗ íàçûâàþòñÿ çàìûêàíèÿìè, ñî-

îòâåòñòâåííî, ýëåìåíòîâ u ∈ X è v ∈ Y îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà w .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (à)�(ã) ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

çàìûêàíèÿ.

(i) ū ≥ u, v̄ ≥ v ;

(ii) u ≥ u′ =⇒ ū ≥ ū′, v ≥ v′ =⇒ v̄ ≥ v̄′ ;

(iii) u = ū, v = v̄ .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ, ýòè òðè ñâîéñòâà â ñîâîêóïíîñòè îçíà÷à-

þò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ îðäèíàëîâ X è Y , ïåðåâîäÿùèå, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû u è v

â èõ çàìûêàíèÿ ū è v̄ , ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè çàìûêàíèÿ.

(iv) ū = u ⇐⇒ u = vw∗, v̄ = v ⇐⇒ v = uw∗ .

(v) Äëÿ ëþáîãî ïîäêëàññà ýëåìåíòîâ I îðäèíàëà X ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

∩u∈Iu ≤ ∩u∈I ū, ∪u∈Iu ≥ ∪u∈I ū,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâóþò.

Àíàëîãè÷íûå âêëþ÷åíèÿ âåðíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ýëåìåíòîâ J îðäèíàëà Y .

Ýòè âêëþ÷åíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò èç ñâîéñòâà èçîòîííîñòè (ii).

Â îáùåì ñëó÷àå êëàññû çàìêíóòûõ ýëåìåíòîâ

X (w) = {w ∈ X : ū = u}, Y(w) = {w ∈ Y : v̄ = v}
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íå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé. Îäíàêî îíè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷å-

íèé, ò.å. îáðàçóþò ñèñòåìó çàìûêàíèé ([12]), àññîöèèðîâàííóþ ñ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ,

ïîëó÷àåìûì èç ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà.

Îãðàíè÷åíèÿ w∗ è w
∗ íà X (w) è Y(w) îïðåäåëÿþò âçàèìíî îáðàòíûå áèåêöèè ìåæäó

ýòèìè êëàññàìè (ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ (â) è (ã) ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà.

Óæå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèìåíèì â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü

A îáúåêò ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè.

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâèÿ r(A) èç Ǎ â Â × Â è l(A) èç Â â Ǎ × Ǎ êàê êëàññû âñåõ

òðîåê ìîðôèçìîâ

(ϕ, ψ1, ψ2) ∈ Ǎ× (Â× Â), (ψ, ϕ1, ϕ2) ∈ Â× (Ǎ× Ǎ),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì

ϕψ1 = ϕψ2, ϕ1ψ = ϕ2ψ

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ìîðôèçì ϕ íàçûâàåòñÿ óðàâíèòåëåì ïàðû ìîðôèçìîâ (ψ1, ψ2) ,

à ψ � êîóðàâíèòåëåì (ϕ1, ϕ2) .

Ñîãëàñíî îáùåé êîíñòðóêöèè ïàðà îòîáðàæåíèé

B(Ǎ)r(A)∗B(Â× Â) and B(Â× Â)r(A)∗B(Ǎ)

è äâîéñòâåííàÿ åé ïàðà îòîáðàæåíèé

B(Â)l(A)∗B(Ǎ× Ǎ) and B(Ǎ× Ǎ)l(A)∗B(Â)

ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâèÿìè Ãàëóà. Ïîýòîìó ê íèì ïðèìåíèìû ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòà-

òû. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà (r(A)∗, r(A)∗) èíäóöèðóåò ñèñòåìû çàìûêàíèé B0(Ǎ)

íà êëàññå Ǎ è B0(Â×Â) íà êëàññå Â×Â , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé r(A)∗ è r(A)∗

îïðåäåëÿþò âçàèìíî îáðàòíûå áèåêöèè ìåæäó êëàññàìè çàìêíóòûõ ïîäêëàññîâ B0(Ǎ) è

B0(Â× Â) . Äâîéñòâåííûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà (l(A)∗, l(A)∗) .

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âíóòðåííèå õàðàêòåðèñòèêè êëàññîâ èç B0(Ǎ) è B0(Â× Â) .
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. (r1∗ ) Ýëåìåíòû èç B0(Ǎ) (= ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Ǎ) óñòîé-

÷èâû îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèé ñëåâà, ò.å. äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ϕ èç òàêîãî ïîäìíî-

æåñòâà êîìïîçèöèÿ ξϕ òàêæå ïðèíàäëåæèò åìó (åñëè ξϕ îïðåäåëåíî).

(r2∗ ) Åñëè (ϕi, i ∈ I) � êîðàçäåëÿþùèé (= ïëîòíûé) êîêîíóñ ìîðôèçìîâ, à ϕ � òàêîé

ìîðôèçì, ÷òî âñå êîìïîçèöèè ϕiϕ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç B0(Ǎ), òî

è ϕ ïðèíàäëåæèò åìó. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû èç B0(Ǎ) óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî

ñîêðàùåíèÿ ñëåâà íà ýïèìîðôèçìû.

(r3∗ ) Åñëè ìîðôèçì ϕ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç B0(Ǎ) è ýíäîìîðôèçì

α ∈ B0(Ǎ) ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ϕ, òî è êîìïîçèöèÿ ϕα ïðèíàäëåæèò òîìó æå ýëåìåíòó.

(r0∗ ) Ýëåìåíòû êëàññà B0(Â×Â) ÿâëÿþòñë îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàñ-

ñå Â ìîðôèçìîâ èç îáúåêòà A.

(r1∗ ) Ïîäìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå ýëåìåíòû èç B0(Â× Â), óñòîé÷èâû îòíîñè-

òåëüíî óìíîæåíèé ñïðàâà, òî÷íåå, åñëè (ψ, ψ′) ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ìîðôèçìîâ, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ òàêîìó ýëåìåíòó (ïîäìíîæåñòâó), òî è ïàðà (ψη, ψ′η) ïðèíàäëåæèò åìó ïðè

ëþ6îì ìîðôèçìå η , äëÿ êîòîðîãî óêàçàííûå êîìïîçèöèè îïðåäåëåíû.

(r2∗ ) Åñëè (ηi, i ∈ I) � ðàçäåëÿþùèé êîíóñ ìîðôèçìîâ è âñå ïàðû (ψηi, ψ
′ηi) ïðèíàä-

ëåæàò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó êëàññà B0(Â× Â), òî è ïàðà (ψ, ψ′) ïðèíàäëåæèò ýòîìó

ýëåìåíòó. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû êëàññà B0(Â× Â) óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ïîêîîð-

äèíàòíîãî ñîêðàùåíèÿ ñïðàâà íà îäèí è òîò æå ìîíîìîðôèçì.

(r3∗ ) Åñëè äëÿ ïàðû ìîðôèçìîâ (ψ, ψ′) èç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà êëàññà B0(Â × Â) è

ýíäîìîðôèçìà α ∈ EndA ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçì β òàêîé, ÷òî αψ = ψβ è αψ′ = ψ′β ,

òî ïàðà (αψ, αψ′) ïðèíàäëåæèò òîìó æå ýëåìåíòó êëàññà B0(Â× Â), ÷òî è (ψ, ψ′).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Åñëè ýëåìåíòû èç B0(Ǎ) ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè êëàññà Ǎ , òî ýëåìåíòû

èç B0(Â× Â) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ôàêòîðêëàññû êëàññà Â , èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî

îíè ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà Â .

Îáðèñîâàííàÿ îáùàÿ êàðòèíà ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà, àññîöèèðîâàííûõ ñ îáúåêòîì êàòå-
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ãîðèè, óïðîùàåòñÿ è ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé â ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ñèòóàöèè, åñëè

ââåñòè íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà èñõîäíóþ êàòåãîðèþ èëè, òî÷íåå, íà îáúåêò A .

Îãðàíè÷åíèå 1. Ìîðôèçìû â îáúåêò A ðàçëàãàþòñÿ â êîìïîçèöèþ êîîáðàçà è îáðàçà.

Òîãäà ââèäó ñâîéñòâ (r1∗) è (r2∗) êëàññû ìîðôèçìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýëåìåíòû èç

B0(Ǎ) , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè ìîíîìîðôèçìîâ ýòèõ êëàññîâ, à â ñèëó

óñòîé÷èâîñòè ýëåìåíòîâ èç B0(Ǎ) îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà èçîìîðôèçìû îíè

ðåäóöèðóþòñÿ ê êëàññó ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A , ïðåäñòàâëåííûõ â ðàññìàòðèâàåìîì ýëå-

ìåíòå èç B0(Ǎ) .

Îãðàíè÷åíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A ñóùåñòâóþò ñóì-

ìû (êîìïîçèòû).

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 1 è 2 ëþáîé çàìêíóòûé êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ ýëåìåíòîì B0(Ǎ) , ñî-

ñòîèò èç âñåõ ëåâûõ êðàòíûõ ìîíîìîðôèçìà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñóììó âñåõ ïîäîáúåêòîâ,

ëåæàùèõ â ðàññìàòðèâàåìîì çàìêíóòîì êëàññå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Óíèâåðñàëüíûì óðàâíèòåëåì êëàññà A ⊂ Â×Â èëè ñòàáèëèçàöèåé

ïî ýòîìó êëàññó íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôèçì KκA

1) ïðèíàäëåæàùèé Ar(A)∗ , ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì κψ = κψ′ ïðè âñåõ

(ψ, ψ′) ∈ A ;

2) äåëÿùèé ëþáîé ìîðôèçì èç Ar(A)∗ , ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî ìîð-

ôèçìà ϕ , óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâàì ϕψ = ϕψ′ ïðè âñåõ (ψ, ψ′) ∈ A , òàêîãî ìîðôèçìà

ξ , ÷òî ϕ = ξκ .

Óíèâåðñàëüíûé óðàâíèòåëü ëþáîãî êëàññà A ⊂ Â × Â â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ïîäîáúåêò îáúåêòà A . Îãðàíè÷åíèÿ 1 è 2 çàäàþò äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ( ïðè A∇(A)∗ 6= ∅).

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå, ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîä-

êëàññà a êëàññà Ǎ åãî ãðóïïó èçîòðîïèè Ga , ò.å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ àâòîìîðôèçìîâ α

îáúåêòà A , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì ϕα = ϕ ïðè âñåõ ìîðôèçìàõ ϕ êëàññà a . Ñ ëþ-

áîé ïîäãðóïïîé G ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ AutA àññîöèèðóåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
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ñòè AG ⊂ Â× Â , ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïàð (ψ, ψ′) ∈ Â× Â òàêèõ, ÷òî ψ′ = αψ ïðè

íåêîòîðûõ α ∈ G . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ar(A)∗ ñîäåðæèò AG

ïðè G = Ga .

Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Ïîäêëàññ a êëàññà Ǎ íàçîâåì ñóïåðíîðìàëüíûì, åñëè ar(A)∗ =

AGa , ò.å. åñëè èç ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ ϕψ = ϕψ′ ïðè âñåõ ϕ ∈ a ñëåäóåò, ÷òî ψ′ = αψ

ïðè íåêîòîðîì α ∈ Ga '.

Îãðàíè÷åíèå 3. Âñå îáðàçû Ar(A)∗ êëàññîâ A ∈ B(Â× Â) ñóïåðíîðìàëüíû.

Ïðè îãðàíè÷åíèè 3 ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó êëàññàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ýëåìåíòû

B(Â× Â) , è ãðóïïàìè èçîòðîïèè èõ óíèâåðñàëüíûõ óðàâíèòåëåé.

Òåîðåìà 1.3.3. Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 1-3 ñëåäóþùèå êëàññû áèåêòèâíû.

(i) Êëàññ B0(Ǎ) ýëåìåíòîâ a ∈ B(Ǎ), çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà

(r(A)∗, r(A)∗).

(i ′ ) Êëàññ P0(A) âñåõ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A, ÿâëÿþùèõñÿ óíèâåðñàëüíûìè óðàâíè-

òåëÿìè ïîäêëàññîâ A êëàññà Â× Â.

(ii) Êëàññ B(Â × Â) ýëåìåíòîâ A ∈ B(Â × Â), çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåò-

ñòâèÿ Ãàëóà (r(A)∗, r(A)∗).

(ii ′ ) Êëàññ P0(AutA) âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû AutA, ÿâëÿþùèõñÿ ãðóïïàìè èçîòðîïèè

ïîäêëàññîâ a êëàññà Ǎ.

Ñëåäñòâèå 1.3.4. Âñå âûøåïðèâåäåííûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè (ïîòîìó ÷òî

ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ P0(AutA)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèåêòèâíîñòü B0(Ǎ) è B(Â × Â) ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ

çàìûêàíèÿ. Áèåêöèÿ ìåæäó B0(Ǎ) è P0(A) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ýëåìåíòó

a ∈ B0(Ǎ) ñòàáèëèçàöèè ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ar(A)∗ ∈ B(Â× Â) . Íàäî òîëüêî

ïðîâåðèòü èíúåêòèâíîñòü ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a, a′ ∈ B0(Ǎ) è

ñòàáèëèçàöèè ïî ar(A)∗ è a
′r(A)∗ ñîâïàäàþò, òî ar(A)∗r(A)∗ = a′r(A)∗r(A)∗ , à a, a′ ââèäó

çàìêíóòîñòè ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè çàìûêàíèÿìè ar(A)∗r(A)∗ è a′r(A)∗r(A)∗ .
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Íàêîíåö, ñîïîñòàâëÿÿ ýëåìåíòó A ∈ B(Â×Â) ãðóïïó èçîòðîïèè îáðàçà A∇(A)∗ , ïîëó-

÷àåì â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ 3 èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç B(Â×Â) â P0(AutA) , ÿâëÿþùååñÿ

áèåêòèâíûì ïî îïðåäåëåíèþ P0(AutA) .

Çàìå÷àíèå 1.3.5. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè óíèâåðñàëüíûõ óðàâíèòåëåé îãðàíè÷åíèå 3 ýêâè-

âàëåíòíî òðåáîâàíèþ, ÷òîáû óíèâåðñàëüíûå óðàâíèòåëè êëàññîâ A ⊂ Â × Â áûëè ñóïåð-

íîðìàëüíûìè.

Çàìå÷àíèå 1.3.6. Íàìè ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà áèåêöèé:

P0(A)←→ B0(Ǎ)←→ B(Â× Â)←→ P0(AutA).

Íà ñàìîì äåëå áèåêöèþ ìåæäó P0(A) è P0(AutA) ìîæíî óñòàíîâèòü íåïîñðåäñòâåííî ñ

ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà, èíäóöèðîâàííîãî ñîîòâåòñòâèåì èç Ǎ â AutA , îáðàçîâàí-

íûì âñåìè ïàðàìè (ϕ, α) ∈ Ǎ × AutA , óäîâëåòâîðÿþùèìè ðàâåíñòâó ϕα = ϕ . Ïðè ýòîì

P0(A) è P0(AutA) âîçíèêàþò êàê êëàññû çàìêíóòûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî

ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P0(A) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà

A , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëèçàöèåé ïî ïîäãðóïïàì ãðóïïû AutA , à êàæäàÿ ïîäãðóïïà

èç P0(AutA) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ èçîòðîïíóþ ãðóïïó íåêîòîðîãî ïîäîáúåêòà îáúåêòà A .

Òàêèì îáðàçîì, áèåêòèâíîñòü P0(A) è P0(AutA) åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâ

çàìûêàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.3.7. ×àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ íå âñå ïîäîáúåêòû îáúåêòà A , à òîëüêî òå

ïîäîáúåêòû, êîòîðûå ñîäåðæàò íåêîòîðûé åãî ôèêñèðîâàííûé ïîäîáúåêò K0κ0A . Ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ òàêèõ ïîäîáúåêòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç P(A, κ0) . Ââåäåííîå âûøå ñîîòâåòñòâèå

Ãàëóà îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì P0(A, κ0) çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ýòîãî

ñîîòâåòñòâèÿ ýëåìåíòîâ P(A, κ0) è çàìêíóòûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû èçîòðîïèè ïîäîáú-

åêòà Gκ0 .

Îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîäãðóïï P(Gκ0) ãðóïïû èçîòðîïèè Gκ0 , âîçíèêà-

þùàÿ èç ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.8. Åñëè h � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Gκ0 , òî è åå çàìûêàíèå

H̄ íîðìàëüíî â Gκ0 .



Ãëàâà 2

Ðåãóëÿðíàÿ êàòåãîðíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà

Ãëàâíàÿ öåëü ýòîé ãëàâû, êàê è ïðåäûäóùåé, èçëîæåíèå òåîðèè Ãàëóà â ðàìêàõ îáùåé òåî-

ðèè êàòåãîðèé. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé ãëàâîé çäåñü ñèòóàöèÿ áîëåå ïðèáëèæåíà ê êëàñ-

ñè÷åñêîé. Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå), ÷òî âñå ìîðôèçìû

ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îò ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C ïåðåéòè

ê êàòåãîðèè C ′ , ñîñòîÿùåé èç âñåõ îáúåêòîâ êàòåãîðèè C è åå ìîíîìîðôèçìîâ. Âî-âòîðûõ,

èçó÷àþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå, ðåãóëÿðíûå ìîðôèçìû, êîòîðûå çàíèìàþò ìåñòî àëãåáðàè-

÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè, íî íå ñâîäÿòñÿ ê íèì (ïðåäëîæåíèå 2.2.2).

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí îñíîâíîé òåîðåìå êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ âñåõ îáîçíà÷åíèé è ñîãëàøåíèé, êîòîðûå ïðèíÿòû

â ïåðâîé ãëàâå. Äâîéñòâåííûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ,

õîòÿ îíè íå ìåíåå èíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé.

2.1 Ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ

Ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ BψC , â êîìïîçèöèè ñ ìîðôèçìîì AϕB äàþùèì ìîðôèçì AχC ,

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ëåâûõ ÷àñòíûõ ìîðôèçìà χ ïî ìîðôèçìó (èëè îòíîñèòåëü-

íî ìîðôèçìà) ϕ è îáîçíà÷àòü ϕ\χ . Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïðàâûõ ÷àñòíûõ

χ/ψ .
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Â ÷àñòíîñòè, χ\χ � èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà, à χ/χ � êîèçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà ìîðôèç-

ìà χ . Äëÿ ëþáîãî ýïèìîðôèçìà ϕ ìîùíîñòü |ϕ\χ| ìíîæåñòâà ëåâûõ ÷àñòíûõ íå áîëüøå

åäèíèöû, è äâîéñòâåííî |χ/ψ| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî ìîíîìîðôèçìà ψ .

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà XξA âåðíî âêëþ÷åíèå ϕ\χ ⊂ ξϕ\ξχ,

êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè ξ � ýïèìîðôèçì.

Äâîéñòâåííî, χ/ψ ⊂ χξ/ψξ ïðè ëþáîì ìîðôèçìå CξZ , à â ñëó÷àå ìîíîìîðôíîãî ξ

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Áîëåå îáùî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ (XiξiA, i ∈ I) âåðíî âêëþ÷åíèå

ϕ\χ ⊂
⋂
i∈I

ξiϕ\ξiχ,

êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè ñåìåéñòâî ïëîòíîå (êîðàçäåëÿþùåå).

Äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñÿêîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ (CξjZj, j ∈ J).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîðôèçì AϕB èìååò êîîáðàç ξ è ϕ′ � äîïîëíèòåëüíûé ê êîîá-

ðàçó ìîðôèçì, òàê ÷òî ϕ = ξϕ′ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà AχC è ïðîèçâîëüíîãî

χ′ ∈ ξ\χ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ϕ\χ = ϕ′\χ′ , ãäå ϕ′ � êîïðîñòîé ìîðôèçì (ò.å. òàêîé, âñå

ëåâûå ýïèìîðôíûå äåëèòåëè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè; ýòî ïðîñòîå ñâîéñòâî

äîïîëíèòåëüíîãî ê êîîáðàçó ìîðôèçìà).

Ïîýòîìó, åñëè ìîðôèçì ϕ èìååò êîîáðàç, òî ëþáîå ìíîæåñòâî ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ′\χ′ , ãäå ϕ′ � êîïðîñòîé ìîðôèçì (ðàâíûé äî-

ïîëíèòåëüíîìó ê êîîáðàçó ϕ ìîðôèçìó). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕ ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

êîîáðàçà è îáðàçà, òî ϕ′ � ìîíîìîðôèçì. Ýòî ñâîéñòâî â íåêîòîðîé ñòåïåíè îáîñíîâûâàåò

öåëåñîîáðàçíîñòü ïåðåõîäà ê ðàññìîòðåíèþ êàòåãîðèé, âñå ìîðôèçìû êîòîðûõ ÿâëÿþò-

ñÿ ìîíîìîðôèçìàìè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ôîðìóëèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà ëåâûõ

÷àñòíûõ ìîðôèçìîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîðôèçìîâ AϕB , AχC , AuW è äëÿ ëþáûõ ψ ∈

ϕ\χ, w ∈ χ\u ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

ψ(χ\u) ⊂ ϕ\u, (ϕ\χ)w ⊂ ϕ\u.
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Ïîýòîìó

(ϕ\χ)(χ\u) ⊂ ϕ\u.

Çäåñü ïîä ïðîèçâåäåíèåì ψ(χ\u) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî êîìïîçèöèé ψw , ãäå w ïðî-

áåãàåò ìíîæåñòâî χ\u , à ïîä ïðîèçâåäåíèåì (ϕ\χ)(χ\u) � ìíîæåñòâî êîìïîçèöèé ψw ñ

ψ ∈ ϕ\χ , w ∈ χ\u .

Äîïîëíèòåëüíî ê âêëþ÷åíèþ ψ(χ\u) ⊂ ϕ\u îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå (χ\u)ψ∗(ϕ\u) ,

wψ∗ = ψw ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ïðè ýïèìîðôíîì ψ è ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ÷àñòî âñòðå÷àþùååñÿ â äàëüíåéøåì óñëîâèå:

(0) ìîðôèçì ψ , äåëÿùèé v ∈ ϕ\u ñëåâà, äåëèò âñå ìîðôèçìû èç ϕ\u .

Àíàëîãè÷íî, îòîáðàæåíèå (ϕ\χ)w∗(ϕ\u) , ψw∗ = ψw èíúåêòèâíî ïðè ìîíîìîðôíîì w

è ñþðúåêòèâíî, åñëè è òîëüêî åñëè

(1) ìîðôèçì w , äåëÿùèé v ∈ ϕ\u ñïðàâà, äåëèò êàæäûé ìîðôèçì èç ϕ\u .

Ñëåäñòâèå 2.1.3. Åñëè ìíîæåñòâî ϕ\χ ñîäåðæèò ìîðôèçì ψ , äåëÿùèé âñå ìîðôèç-

ìû ìíîæåñòâà ϕ\u, òî ψ(χ\u) = ϕ\u. Åñëè χ\u ñîäåðæèò ìîðôèçì w , äåëÿùèé âñå

ìîðôèçìû èç ϕ\u, òî (ϕ\χ)w = ϕ\u. Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ (ϕ\χ)(χ\u) = ϕ\u.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4. (à) Åñëè v = ψw è w � ìîíîìîðôèçì, òî ðàâåíñòâî ϕ1\ϕ1v =

ϕ2\ϕ2v âëå÷åò ðàâåíñòâî ϕ1\ϕ1ψ = ϕ2\ϕ2ψ .

(á) Åñëè ê òîìó æå êàæäûé ìîðôèçì èç ìíîæåñòâ ÷àñòíûõ ϕ1\ϕ1v è ϕ2\ϕ2v äå-

ëèòñÿ íà w , òî ñïðàâåäëèâà îáðàòèìàÿ èìïëèêàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ϕ1\ϕ1ψ ⊂ ϕ2\ϕ2ψ . Ïóñòü ψ
′ ∈ ϕ1\ϕ1ψ . Òîãäà ψ

′w ïðè-

íàäëåæèò ϕ1\ϕ1v è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ2\ϕ2v . Ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ϕ2ψ
′w = ϕ2ψw

íà ìîíîìîðôèçì w , ïîëó÷àåì, ÷òî ψ′ ∈ ϕ2\ϕ2ψ . Ïî ñèììåòðèè âåðíî è îáðàòíîå âêëþ÷å-

íèå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ìíîæåñòâîì ϕ\u/w äâóñòîðîííèõ ÷àñòíûõ ìîðôèçìà AuW îòíî-

ñèòåëüíî ìîðôèçìîâ AϕB è C wW íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ìîðôèçìîâ BψC , óäî-

âëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó u = ϕψw .



Ãëàâà 2. Ðåãóëÿðíàÿ êàòåãîðíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà 66

Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ\χ/1C = ϕ\χ è 1A\χ/ψ = χ/ψ . Áîëåå òîãî, ϕ\u/w = ϕ\χ , åñëè w �

ìîíîìîðôèçì è u = χw . Äâîéñòâåííî, ϕ\u/w = v/w ïðè ýïèìîðôíîì ϕ è u = ϕv .

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.5. Ìíîæåñòâî ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèé:

(à) ñïðàâà íà ýëåìåíòû γ èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû Sχ (è òîëüêî íà òàêèå ýëåìåíòû);

(á) ñëåâà íà ýëåìåíòû β èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû Sϕ (áîëåå îáùî, ψ è βψ ïðèíàäëå-

æàò ϕ\χ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β ∈ ϕ\χ/ψ).

Äâîéñòâåííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ìíîæåñòâà ïðàâûõ ÷àñòíûõ χ/ψ .

Ìíîæåñòâî äâóñòîðîííèõ ÷àñòíûõ ϕ\u/w çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèé:

(à') ñïðàâà íà ýëåìåíòû γ ∈ Sw (áîëåå îáùî, ψ, ψγ ∈ ϕ\u/w ⇐⇒ γ ∈ ϕψ\u/w);

(á') ñëåâà íà ýëåìåíòû β ∈ Sϕ (áîëåå îáùî, ψ, βψ ∈ ϕ\u/w ⇐⇒ β ∈ ϕ\u/ψw).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì äëÿ ìíîæåñòâ ÷àñòíûõ ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ â îáúåäèíåíèå

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ:

ϕ\χ =
⋃
i

ψiG
χ =

⋃
j

Gϕψj =
⋃
k

GϕψkG
χ;

χ/ψ =
⋃
i

Gχϕi =
⋃
j

ϕjGψ =
⋃
k

GχϕkGψ;

ϕ\u/w =
⋃
i

Gϕψi =
⋃
j

ψjGw =
⋃
k

GϕψkGw.

Çäåñü G ñ âåðõíèì èíäåêñîì îáîçíà÷àåò èçîòðîïíóþ ãðóïïó ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîð-

ôèçìà, ñ íèæíèì èíäåêñîì � êîèçîòðîïíóþ ãðóïïó.

Ìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì â ìîðôèçìå AϕB , åñëè ϕ\χ = ψGχ è íîð-

ìàëüíûì, åñëè ϕ\χ = Gϕψ .

Ìíîæåñòâî äâóñòîðîííèõ ÷àñòíûõ ϕ\χ/ψ ïðè χ = ϕψ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì áèèçî-

òðîïíûõ ýíäîìîðôèçìîâ ïàðû (ϕ, ψ) . Åñëè ϕ � ýïèìîðôèçì èëè ψ � ìîíîìîðôèçì, ìíî-

æåñòâî áèèçîòðîïíûõ ýíäîìîðôèçìîâ ϕ\χ/ψ ñîâïàäàåò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîèçîòðîïíîé

ïîëóãðóïïîé Sψ èëè èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïîé Sϕ è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòî îòíîñèòåëü-

íî êîìïîçèöèé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå âåðíî, îäíàêî ñïðàâåäëèâî
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.6. Ìíîæåñòâî áèèçîòðîïíûõ ýíäîìîðôèçìîâ ϕ\χ/ψ çàìêíóòî îò-

íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ϕ áèèçîòðîïíûå ýíäîìîðôèçìû è

óìíîæåíèÿ ñïðàâà � íà ψ -ïåðåñòàíîâî÷íûå áèèçîòðîïíûå ýíäîìîðôèçìû. Êðîìå òî-

ãî, îíî ñîäåðæèò èçîòðîïíóþ ïîëóãðóïïó Sϕ è ñâîäèòñÿ ê íåé ïðè ìîíîìîðôíîì ψ , è

äâîéñòâåííî, ñîäåðæèò êîèçîòðîïíóþ ïîëóãðóïïó Sψ , ïðè÷åì ñâîäèòñÿ ê íåé, åñëè ϕ �

ýïèìîðôèçì.

2.2 Ðåãóëÿðíîñòü

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ, âñå ìîðôèçìû êîòîðîé ÿâ-

ëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

BψC , åñëè èç ðàâåíñòâà ϕψ = ϕψ′ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ψ′ = ψγ ïðè íåêîòîðîì àâòîìîð-

ôèçìå γ .

Ïîñêîëüêó ϕψ = ϕψ′ = ϕψγ , àâòîìîðôèçì γ ïðèíàäëåæèò èçîòðîïíîé ãðóïïå Gχ

ìîðôèçìà χ = ϕψ .

Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíîñòü ϕ îòíîñèòåëüíî ψ îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

Gχψ∗(ϕ\χ), γψ∗ = ψγ

ñþðúåêòèâíî. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå AχC òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îí ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîãî) ìîðôèçìà ψ

ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ϕ\χ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî γψ∗ = γ′ψ∗ âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, êîãäà γ′γ−1 ∈ Gψ , èç ðåãóëÿðíîñòè ϕ â χ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ∗ èíäóöèðóåò

áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ è ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ Gψ\Gχ .
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1.5 èçîòðîïíàÿ ãðóïïà Gχ äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ÷àñòíûõ

ϕ\χ ïðàâûìè êîìïîçèöèÿìè. Ðåãóëÿðíîñòü ìîðôèçìà ϕ â χ ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ òðàí-

çèòèâíîñòè ýòîãî äåéñòâèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Ðàñøèðåíèå ïîëåé AϕB ðåãóëÿðíî îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ BvW

(èëè â u = ϕv ), åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ u êîíå÷íà è ïîëå W àë-

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = ϕv = ϕv′ . Ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè ìîðôèçìîâ v è v′

ðàâíû, èáî ïðè óñëîâèè êîíå÷íîñòè ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè tr u êîìïîçèöèè u = ϕv

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà tru = tr ϕ+ tr v (ñì., íàïðèìåð, [9], ïàð.5.3).

Âûáåðåì áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè (ti, i ∈ I) è (t′i, i ∈ I) ðàñøèðåíèé v è v′ , ñîîò-

âåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ èçîìîðôèçìîâ ([2]Ä6.1) ñóùåñòâóåò ýíäîìîð-

ôèçì WωW òàêîé, ÷òî v = v′ω è ω(t′i) = ti ïðè âñåõ i ∈ I . Îáðàç ω(W ) ñîâïàäàåò W

è, ñëåäîâàòåëüíî, ω � àâòîìîðôèçì, ïîòîìó ÷òî ω(W ) ⊂ W è îáà îíè ÿâëÿþòñÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèìè çàìûêàíèÿìè ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ v(B) , ïîëó÷àåìîãî

ïðèñîåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ ti, i ∈ I .

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå AϕB ðåãóëÿðíî â àëãåáðàè÷åñêîì

çàìûêàíèè AuW . Áîëåå òîãî, êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ðåãóëÿðíî â êðàòíîì

åìó íîðìàëüíîì ðàñøèðåíèè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü AχC � ïðîèçâîëüíîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå è CwW � íåêîòî-

ðîå âëîæåíèå â àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ A , òàê ÷òî χw = u . Åñëè χ = ϕψ = ϕψ′ ,

òî u = ϕψw = ϕψ′w è ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ ψ′w = ψwω ïðè ïîäõî-

äÿùåì àâòîìîðôèçìå ω . Ïîñêîëüêó χ � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå, íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì

γ òàêîé, ÷òî wω = γw .

Ïðèìåíèâ ýòî ðàâåíñòâî ê ïðåäûäóùåìó è ñîêðàòèâ íà ìîíîìîðôèçì w , ïîëó÷èì

ψ′ = ψγ . Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûõ ðàñøèðåíèÿõ AϕB è BvW ìîðôèçì

ϕ íå ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v . Çàôèêñèðóåì áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè (ti, i ∈ I) äëÿ ϕ
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è (tj, j ∈ J) äëÿ v . Ðàññìîòðèì ìîðôèçì Bv′W , îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè

ϕv′ = ϕv, v′(ti) = ti (i ∈ I \ ν), v′(tν) = t2ν .

Ñóùåñòâóþò ýíäîìîðôèçìû WωW òàêèå, ÷òî v′ = vω . Íàïðèìåð, ýíäîìîðôèçì, îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè

uω = u, ω(tk) = tk (k ∈ I ∪ J \ ν), ω(tν) = t2ν .

ßñíî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ω , ïîä-

÷èíÿþùèõñÿ ñîîòíîøåíèþ v′ = vω . Ïîýòîìó âñå îíè ñþðúåêòèâíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-

ëè áû ω(c) = tν ïðè íåêîòîðîì c ∈ W , òî ïîñêîëüêó tν ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

X2 − t2ν = X2 − ω(tν) , c äîëæíî áûòü êîðíåì ìíîãî÷ëåíà X2 − tν , â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåì,

÷òî (ti, i ∈ I ∪ J) � áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ u .

Ïóñòü ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå AχC , à ψ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíî-

æåñòâà ϕ\χ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà β ∈ AutA , ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ðàâåíñòâàì

χ = ϕψ = ϕβψ ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì γ ∈ AutA òàêîé, ÷òî βψ = ψγ . Èíà÷å ãîâîðÿ,

ïîäìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (ϕ\χ/ψ)∗ ñîîòâåòñòâóþùåãî áèèçîòðîïíîãî ìíîæå-

ñòâà ïåðåñòàíîâî÷íî ñ ψ , ò.å. ëåæèò â êîàëëîòðîïíîé ãðóïïå G(ψ) (ñì. ãë. 1, ïàð.1).

Òàê êàê (ϕ\χ/ψ)∗ ñîäåðæèò èçîòðîïíóþ ãðóïïó Gϕ è äàæå ñîâïàäàåò ñ íåé ïðè ìîíî-

ìîðôíîì ψ , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.4. Åñëè ϕ ðåãóëÿðíî â χ, òî Gϕ ⊂ G(ψ) ïðè ëþáîì ψ ∈ ϕ\χ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.5. Åñëè ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå AuW , a ìîðôèçì, BψC

� â íåêîòîðîì ìîðôèçìå v ∈ ϕ\u, òî ψ ðåãóëÿðåí â ëþáîì ÷àñòíîì v′ ∈ ϕ\u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ϕ Â u äëÿ ëþáûõ v, v′ ∈ ϕ\u ñóùåñòâóåò àâòî-

ìîðôèçì ω ∈ Gu òàêîé, ÷òî v′ = vω . Ðàâåíñòâà v′ = ψw = ψw′ âëåêóò ðàâåíñòâà

v = ψwω−1 = ψw′ω−1 è w′ω−1 = wω−1ω′, ω′ ∈ Gv â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ψ â v . Îòñþ-

äà w′ = wω−1ω′ω , ïðè÷åì ω−1ω′ω ∈ Gv .

Íà îñíîâàíèè äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü ðåãóëÿðíîñòü

ìîðôèçìà ψ â ìíîæåñòâå ÷àñòíûõ ϕ\u ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u .
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.6. Ïóñòü êîìïîçèöèÿ AχC ìîðôèçìîâ AϕB è BψC ðåãóëÿðíà îò-

íîñèòåëüíî ìîðôèçìà CwW (èëè â u = χw). Òîãäà

(à) ìîðôèçì ψ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî w (â ëþáîì v ∈ ϕ\u);

(á) ìîðôèçì ϕ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè v = ψw (â u), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0) ïàð. 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Åñëè v = ψw = ψw′ , òî óìíîæàÿ ñëåâà íà ϕ è ïðèìåíÿÿ óñëîâèå

ðåãóëÿðíîñòè χ , ïîëó÷àåì, ÷òî w′ = wω ïðè íåêîòîðîì àâòîìîðôèçìå ω .

(á) äîñòàòî÷íîñòü. Èç ðàâåíñòâ u = ϕv = ϕv′ ïîäñòàíîâêîé v = ψw , v′ = ψw′ , â ñèëó

ðåãóëÿðíîñòè χ â u ïîëó÷àåì, ÷òî w′ = wω è, ñëåäîâàòåëüíî, v′ = vω ïðè ïîäõîäÿùåì

ω ∈ AutW .

Íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ ϕ\u èç ðàâåíñòâ u = χw = ϕψw = ϕv ââèäó

ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u ñëåäóåò, ÷òî v = ψwω .

Ñëåäñòâèå 2.2.7. Åñëè χ ðåãóëÿðíî â u è ïðè íåêîòîðîì ψ ∈ ϕ\χ âñå v ∈ ϕ\u äåëÿòñÿ

íà ψ , òî ïðè ëþáîì ψ′ ∈ ϕ\χ âñå v ∈ ϕ\u äåëÿòñÿ íà ψ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äâàæäû ïðèìåíèòü ïóíêò (á) äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.8. Ïóñòü ìîðôèçìû AϕB , BψC è CwW îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

(i) ϕ ðåãóëÿðíî îòíîñèòåëüíî ψ (ñëåäîâàòåëüíî, â χ = ϕψ),

(ii) w äåëèò ëþáîé ìîðôèçì v′ ∈ ϕ\u, ãäå u = χw ,

(iii) âñå àâòîìîðôèçìû γ ∈ Gχ ïåðåñòàíîâî÷íû ñ w (áîëåå ñèëüíûì ÿâëÿåòñÿ òðå-

áîâàíèå, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ χ = ϕψ áûëà ðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî w , ñëåäîâàòåëüíî, â

u).

Òîãäà ìîðôèçì ϕ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v = ψw (è çíà÷èò â ìîðôèçìå u)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u = ϕv = ϕv′ . Â ñèëó ñâîéñòâà (ii) v′ = ψ′w . Ïîä-

ñòàíîâêîé è ñîêðàùåíèåì íà w ïîëó÷àåì ϕψ′ = ϕψ .
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Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (i) íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì γ ∈ Gχ òàêîé, ÷òî ψ′ = ψγ . Ââèäó ñâîé-

ñòâà (iii) γw = wω ïðè ïîäõîäÿùåì àâòîìîðôèçìå ω ∈ AutA . Ñëåäîâàòåëüíî, v′ = ψ′w =

ψγw = ψwω = vω , ïðè÷åì ω ∈ Gu .

Ïðåäëîæåíèå 2.2.9. Èç ðåãóëÿðíîñòè ìîðôèçìà AϕB â AuW è ìîðôèçìà BψC â

íåêîòîðîì ÷àñòíîì v ∈ ϕ\u ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü êîìïîçèöèè χ = ϕψ â u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = χw = χw′ . Ïîäñòàâëÿÿ χ = ϕψ è èñïîëüçóÿ ðåãóëÿðíîñòü ϕ

â u ïîëó÷àåì, ÷òî ψw′ = ψwω′ = v′ , ãäå ω′ ∈ AutA , à v′ ∈ ϕ\u . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ

2.2.5, ψ ðåãóëÿðíî â v′ , ïîýòîìó w′ = wω′ω′′ ñ ω′′ ∈ AutA .

Ïðåäëîæåíèå 2.2.10. Ïóñòü ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BvW ,

ìîðôèçìû Aϕ̄B̄ è B̄v̄W â êîìïîçèöèè äàþò ìîðôèçì u = ϕv , CwW � êîìïîçèò ìîðôèç-

ìîâ v è v̄ , à BψC è B̄ψ̄C � àññîöèèðîâàííûå ñ êîìïîçèòîì ìîðôèçìû. Òîãäà ìîðôèçì

ψ̄ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà w , åñëè

Gu = {ω′ω′′|ω′ ∈ Gv, ω′′ ∈ Gv̄} = GvGv̄. (*)

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîçèòîì ìîðôèçìîâ BvW è B̄v̄W íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôèçì CwW ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) w äåëèò v è v̄ : v = ψw , v̄ = ψ̄w ;

(ii) w äåëèòñÿ íà ëþáîé ìîðôèçì, äåëÿùèé v è v̄ ;

(iii) ïàðà ìîðôèçìîâ (ψ, ψ̄) � ïëîòíàÿ (= êîðàçäåëÿþùàÿ), ò.å. ðàâåíñòâà ψµ = ψν ,

ψ̄µ = ψ̄ν âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = ν .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïîäñòàâëÿÿ v = ψw è v̄ = ψ̄w â ðàâåíñòâî ϕv = ϕ̄v̄ è

ñîêðàùàÿ íà w , ïîëó÷àåì ϕψ = ϕ̄ψ̄ .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî v̄ = ψ̄w = ψ̄w′ . Òîãäà u = ϕ̄v̄ = ϕ̄ψ̄w = ϕ̄ψ̄w′ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, u = ϕψw = ϕψw′ . Âñëåäñòâèå ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u èìååì ψv′ = ψwω ïðè

íåêîòîðîì ω ∈ Gu . Ñîãëàñíî íàëîæåííîìó óñëîâèþ (*), ω = ω′ω′′ , ãäå ω′ ∈ Gv, ω′′ ∈ Gv̄ .

Ïðè ýòîì ψw′ = ψwω′ω′′ = ψwω′′ è ψ̄w′ = v̄ = ψ̄wω′′ . Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèòà

w′ = wω′′ .
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Ñëåäñòâèå 2.2.11. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ ϕ̄ ðåãóëÿðíà â u, òî è êîìïîçèöèÿ

χ = ϕψ ðåãóëÿðíà â u.

2.3 Íîðìàëüíîñòü

Íîðìàëüíîñòü ìîðôèçìà AϕB îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BψC îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

χ = ϕψ = ϕψ′ =⇒ ψ′ = βψ, β ∈ AutA.

Ïðè ýòîì β ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (ϕ\χ/ψ)∗ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî áèèçîòðîïíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ èçîòðîïíîé ãðóïïîé Gϕ ïðè ìîíî-

ìîðôèçìå ψ . Ïîýòîìó íîðìàëüíîñòü ϕ îòíîñèòåëüíî ψ ýêâèâàëåíòíà ñþðúåêòèâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ

Gϕψ∗(ϕ\χ)| βψ∗ = βψ.

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè ϕ â χ è îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ψ ∈ ϕ\χ ñîâïàäàþò.

Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå ψ∗ èíúåêòèâíî ïðè ìîíîìîðôíîì ψ , ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò

áèåêöèþ ìåæäó Gϕ è ϕ\χ .

Åñëè ðàññìîòðåòü äåéñòâèå èçîòðîïíîé ãðóïïû Gϕ íà ìíîæåñòâå ÷àñòíûõ ϕ\χ ñ ïî-

ìîùüþ ëåâûõ êîìïîçèöèé, òî íîðìàëüíîñòü ϕ â χ ðàâíîñèëüíà òðàíçèòèâíîñòè ýòîãî

äåéñòâèÿ. Îòìåòèì, ÷òî èç-çà ìîíîìîðôíîñòè ψ óêàçàííîå äåéñòâèå ýôôåêòèâíî.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Åñëè ìîðôèçì ϕ íîðìàëåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ψ , òî âñå

àâòîìîðôèçìû γ èçîòðîïíîé ãðóïïû Gχ êîìïîçèöèè χ = ϕψ ïåðåñòàíîâî÷íû ñ ψ , èíà÷å

ãîâîðÿ, Gχ ñîäåðæèòñÿ â àëëîòðîïíîé ãðóïïå G(ψ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîñòè.

Ïðè χ = ϕψ ñ ìîíîìîðôíûì ψ îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì ãðóïï

(Gχ ∩G(ψ))ψaGϕ, γψa = β, βψ = ψγ.

ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ èçîòðîïíîé ãðóïïîé Gψ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíûì äåëèòåëåì â Gχ ∩G(ψ) .
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(à) Ïóñòü ìîðôèçì ϕ ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå χ . Òîãäà ψa � ýïèìîðôèçì.

(á) Åñëè ϕ íîðìàëåí â χ , òî ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2.3.1 Gχ = Gχ ∩Gψ , ïîýòîìó Gψ

� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èçîòðîïíîé ãðóïïû Gχ .

(â) Åñëè ϕ îäíîâðåìåííî ðåãóëÿðíî è íîðìàëüíî â χ , òî ê âûøåñêàçàííîìó ìîæíî

äîáàâèòü, ÷òî èçîòðîïíàÿ ãðóïïà Gϕ èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå Gχ/Gψ .

(ã) Âåðíî òàêîå îáðàùåíèå óòâåðæäåíèÿ ï. (á): Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èçî-

òðîïíîé ãðóïïû Gχ ìîðôèçìà AχC , à BψC � ñòàáèëèçàöèÿ ïî äåéñòâèþ ãðóïïû N .

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 (ä) (ãëàâû 1) íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû N â AutC , î÷åâèä-

íî, ñîäåðæàùèé èçîòðîïíóþ ãðóïïó N , ñîäåðæèòñì â àëëîòðîïíîé ãðóïïå G(ψ) . Îòñþäà

Gχ ⊂ G(ψ) . Ïîýòîìó êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì ϕ , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì ϕψ = χ , íîð-

ìàëåí â u , åñëè òîëüêî îí ðåãóëÿðåí â χ .

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2. Åñëè ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå AuW , à åãî êîìïîçèöèÿ

χ ñ ìîðôèçìîì BψC íîðìàëüíà â u, òî ϕ ðåãóëÿðåí â χ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ = ϕψ = ϕψ′ . Âçÿâ êîìïîçèöèè ñ ìîðôèçìîì w ∈ χ\u , ïîëó÷èì

u = ϕψw = ϕψ′w . Ïî ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ω òàêîé, ÷òî ψ′w =

ψwω . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî è èñïîëüçîâàíèÿ íîðìàëüíîñòè χ â u

ïîëó÷èì, ÷òî γw = wω ïðè ïîäõîäÿùåì àâòîìîðôèçìå γ . Ñîêðàùàÿ ðàâåíñòâî ψ′w = ψγw

íà w , ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ ðåãóëÿðíî â χ .

Ïðåäëîæåíèå 2.3.3. (à) Ìîðôèçì AϕB , íîðìàëüíûé â ìîðôèçìå AuW , íîðìàëåí â

ëþáîì äåëèòåëå AχC ìîðôèçìà u, êðàòíîì ϕ.

(á) Íîðìàëüíûé â χ ìîðôèçì ϕ íîðìàëåí â u = χw , åñëè è òîëüêî åñëè ëþáîé ìîð-

ôèçì v ∈ ϕ\u äåëèòñÿ íà w .

Äîêàçàòåëüñòâî. (à). Ïóñòü χ = ϕψ = ϕψ′ . Óìíîæèâ ñïðàâà íà w ∈ χ\u è âîñïîëüçîâàâ-

øèñü íîðìàëüíîñòüþ ϕ â u , ïîëó÷àåì, ÷òî ψ′w = βψw äëÿ ïîäõîäÿùåãî àâòîìîðôèçìà

β , à ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà w � ψ′ = βψ .

(á). Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü u = ϕv = ϕv′ è v = ψw , v′ = ψ′w . Òîãäà χ = ϕψ = ϕψ′ è â

ñèëó íîðìàëüíîñòè ϕ â χ ψ′ = βψ äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà β . Íî òîãäà v′ = βv .
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Íåîáõîäèìîñòü. Èç íîðìàëüíîñòè ϕ â u ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ ϕ\u ñóùåñòâóåò

àâòîìîðôèçì β òàêîé, ÷òî v = βψw , ãäå ψ ∈ ϕ\χ .

Ïðåäëîæåíèå 2.3.4. Ðàñøèðåíèå ïîëåé AϕB êîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè

íîðìàëüíî îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé BvW â êàòåãîð-

íîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ � íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå èëè

v � òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà ϕ � òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå è (ti, i ∈ I) � åãî êî-

íå÷íûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè. Ïðåäïîëîæèì êðîìå òîãî, ÷òî

(*) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò t ∈ W , íå ïðèíàäëåæàùèé B ≡ v(B) è òàêîé, ÷òî ñåìåéñòâî

(t, ti, i ∈ I \ ν) àëãåáðàè÷åñêè ñâîáîäíî íàä A (ν � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç I ).

Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ èçîìîðôèçìîâ ñóùåñòâóåò ìîðôèçì v′ , óäîâëå-

òâîðÿùèé óñëîâèÿì

ϕv′ = ϕv, v′(ti) = v(ti), Esli i ∈ I \ ν, i v′(tν) = t.

Äëÿ òàêîãî ìîðôèçìà v′ íå ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçìà β ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ðàâåíñòâó

βv = v′ . Ýòî ÿñíî èç òîãî, ÷òî îáðàç tν îòíîñèòåëüíî βv ïðèíàäëåæèò B , òîãäà êàê

v′(tν) = t /∈ B . Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè (*) ϕ íå íîðìàëüíî îòíîñèòåëüíî v .

Óñëîâèå (*) âûïîëíåíî â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ.

1) W òðàíñöåíäåíòíî íàä B . Òîãäà äîñòàòî÷íî âçÿòü ýëåìåíò t òðàíñöåíäåíòíûì íàä

B , à â êà÷åñòâå ν � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò I .

2) W \B ñîäåðæèò ýëåìåíò t , àëãåáðàè÷åñêèé íàä B , íî íå àëãåáðàè÷åñêèé íàä A . Â

ýòîì ñëó÷àå t áóäåò àëãåáðàè÷íûì è íàä ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì A (ti| i ∈ I)

ïîëÿ A , ïðè÷åì åãî íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ýòèì ïîëåì áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäèí

êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò íåêîòîðîãî tν , ν ∈ I . Ïðè ýòîì ñåìåéñòâî (t, ti| i ∈ I \ν) áóäåò

àëãåáðàè÷åñêè ñâîáîäíûì íàä A , ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàë áû ìíîãî-

÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ A(ti| i ∈ I \ ν) , îáíóëèâàþùèéñÿ â t , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó ν .
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Èòàê, åñëè íîðìàëüíîå îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé v

ðàñøèðåíèå ϕ òðàíñöåíäåíòíî, òî v � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå è âñå ýëåìåíòû W \B

àëãåáðàè÷íû íàä A .

Åñëè c ∈ W \ B � àëãåáðàè÷åñêèé íàä A ýëåìåíò, à t ∈ B � ïðîèçâîëüíûé òðàíñöåí-

äåíòíûé íàä A ýëåìåíò, òî ýëåìåíò ct ∈ W \B òàêæå äîëæåí áûòü àëãåáðàè÷íûì íàä A ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðàíñöåíäåíòíîñòè t íàä A .

Çíà÷èò B = W , ò.å. ðàñøèðåíèå BvW òðèâèàëüíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, AϕB àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà AϕB íîðìàëüíî îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâåííîãî

ìîðôèçìà 1B .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕv = ϕ , òî èñïîëüçóÿ êîíå÷íîñòü ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè

ðàñøèðåíèÿ ϕ , ïîëó÷èì, ÷òî B è v(B) ⊂ B ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè çàìûêàíèÿìè

÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ A (v(ti)| i ∈ I) , ïîýòîìó ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî v

� àâòîìîðôèçì .

Îñòàëîñü èññëåäîâàòü ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ AϕB . Â ñèëó àëãåáðàè÷å-

ñêîé çàìêíóòîñòè ðàñøèðåíèÿ BvW ìíîæåñòâî C âñåõ ýëåìåíòîâ W , àëãåáðàè÷åñêèõ

íàä A , áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ A . Ïóñòü AχC è CwW � åñòåñòâåííûå

âëîæåíèÿ, òàê ÷òî χw = ϕv = u . Ââèäó àëãåáðàè÷íîñòè ðàñøèðåíèÿ AϕB ñóùåñòâóåò

(íåêàíîíè÷åñêîå) âëîæåíèå BψC è χ = ϕψ .

Äëÿ ëþáîãî v′ ∈ ϕ\u îáðàç v′(B) ëåæèò â C , èáî ñîñòîèò èç àëãåáðàè÷åñêèõ íàä A

ýëåìåíòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, v′ äåëèòñÿ íà v′ w . Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3.3 ϕ

íîðìàëüíî îòíîñèòåëüíî v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ íîðìàëüíî â χ . Ïîñëåäíåå â

ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî AϕB � íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ([121], ãë. 7,

ïàð. 3, Òåîðåìà 4).

Ïðåäëîæåíèå 2.3.5. Ïóñòü êîìïîçèöèÿ AχC ìîðôèçìîâ AϕB è BψC íîðìàëüíà â

ìîðôèçìå AuW . Òîãäà äëÿ íîðìàëüíîñòè ψ â v ∈ ϕ\u íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

v äåëèëîñü íà ψ . Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ϕ ðåãóëÿðíî â u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü,
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÷òî äëÿ ëþáûõ w, w′ ∈ ψ\v íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì γ , ïîä÷èíÿþùèéñÿ ðàâåíñòâó w′ = γw .

À ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç íîðìàëüíîñòè χ â u , ïîòîìó, ÷òî w, w′ ∈ χ\u . Åñëè ϕ

ðåãóëÿðíî â u , òî èç ðàâåíñòâ ϕv = ϕψw = u âûòåêàåò, ÷òî v = ψwω ïðè ïîäõîäÿùåì

àâòîìîðôèçìå ω .

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè íîðìàëüíîñòü ϕ â

u èç íîðìàëüíîñòè χ â u , à òàêæå íîðìàëüíîñòü êîìïîçèöèè χ = ϕψ â u ïðè óñëîâèè

íîðìàëüíîñòè ϕ â u è ψ â íåêîòîðîì v ∈ ϕ\u íå ñëåäóþò äàæå â êàòåãîðèè ïîëåé (ñì.

[121], ãë. 7, ïàð.3).

Ïðåäëîæåíèå 2.3.6. Ïóñòü êîìïîçèöèÿ AχC ìîðôèçìîâ AϕB è BψC íîðìàëüíà â

ìîðôèçìå AuW è êàæäûé ìîðôèçì èç ϕ\u äåëèòñÿ íà ψ . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

(i) ìîðôèçì ϕ íîðìàëåí â u,

(ii) ìîðôèçì ϕ íîðìàëåí â χ.

(iii) ìîðôèçì ψ ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñåìè àâòîìîðôèçìàìè γ ∈ Gχ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (i) =⇒ (ii) âåðíà áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ëèøü

áû u äåëèëîñü íà χ . (ïðåäëîæåíèå 2.3.3 (à)). Èìïëèêàöèÿ (ii) =⇒ (iii) ñóòü ïðåäëîæåíèå

2.3.1. Ïðîâåðèì èìïëèêàöèþ (iii) =⇒ (i).

Ïóñòü w ∈ χ\u è v′ ∈ ϕ\u . Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäïîñûëêàì v′ = ψw′ ñ w′ ∈ χ\u è

w′ = γw ïðè ïîäõîäÿùåì àâòîìîðôèçìå γ . Îòñþäà u = χw = χγw è, ñëåäîâàòåëüíî,

χ = ϕψ = ϕψγ . Ñîãëàñíî (iii) ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì β òàêîé, ÷òî ψγ = βψ . Ïîýòîìó

v′ = ψγw = βv , v = ψw .

Ïðåäëîæåíèå 2.3.7. Ïóñòü êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ AϕiBi è BiviW (i = 1, 2) ðàâíû

u. Ïóñòü CwW � èõ êîìïîçèò, BiψiC � àññîöèèðîâàííûå ñ êîìïîçèòîì ìîðôèçìû, à

ïàðà ìîðôèçìîâ (Bη1B1, Bη2B2) ïðåäñòàâëÿåò êîàìàëüãàìó ïàðû (v1, v2), ò.å. ñêâîçíîé

ìîðôèçì v = η1v1 = η2v2 ïðåäñòàâëÿåò ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ v1 è v2 . Ïóñòü AϕB �

ìîðôèçì, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè ϕηi = ϕi . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.
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(à) Èç íîðìàëüíîñòè ϕ1 â u ñëåäóåò íîðìàëüíîñòü ψ2 â v2 , åñëè è òîëüêî åñëè

äëÿ ëþáîãî β ∈ Gϕ1 òàêîãî, ÷òî βψ1w = ψ1w
′ ïðè íåêîòîðîì w′ , óäîâëåòâîðÿþùåì

ðàâåíñòâó ψ2w = ψ2w
′ , ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì γ ∈ Gψ2 òàêîé, ÷òî βψ1 = ψ1γ .

(á) Èç íîðìàëüíîñòè ϕi â u (i = 1, 2) ñëåäóåò íîðìàëüíîñòü χ = ϕ1ψ1 = ϕ2ψ2 â u

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ àâòîìîðôèçìîâ βi ∈ Gϕi òàêèõ, ÷òî βiψiw =

ψiw
′ (i = 1, 2) ïðè íåêîòîðîì w′ , óäîâëåòâîðÿþùåì ðàâåíñòâó χw = χw′ , ñóùåñòâóåò

àâòîìîðôèçì γ ∈ Gχ òàêîé, ÷òî βiψi = ψiγ .

(â) Èç íîðìàëüíîñòè ϕi â u (i = 1, 2) ñëåäóåò íîðìàëüíîñòü ϕ v u, åñëè ìîðôèçì ϕ

ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå u.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü v2 = ψ2w = ψ2w
′ . Òîãäà ϕ2v2 = ϕ2ψ2w = ϕ2ψ2w

′ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, u = ϕ1ψ1w = ϕ1ψ1w
′ . Èç-çà íîðìàëüíîñòè ϕ1 â u ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì

β ∈ Gϕ1 òàêîé, ÷òî ψ1w
′ = βψ1w . Ñîãëàñíî íàëîæåííîìó óñëîâèþ βψ1 = ψ1γ ïðè íåêîòî-

ðîì γ ∈ Gψ2 . Ïîýòîìó ψ1w
′ = ψ1γw è ψ2w

′ = ψ2γw . Òàê êàê ïàðà ìîðôèçìîâ (ψ1, ψ2) �

ïëîòíàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèòà, ïîëó÷àåì w′ = γw .

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ1 íîðìàëüíî â u , ψ2 íîðìàëüíî â v2 . Òîãäà, åñëè w′

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ψ2w = ψ2w
′ , òî w′ = γw , ïðè íåêîòîðîì γ ∈ Gψ2 è óñëîâèå

βψ1w = ψ1w
′ âëå÷åò ðàâåíñòâî βψ1 = ψ1γ .

(á) Ïðåæäå âñåãî, ðàâåíñòâî χ = ϕ1ψ1 = ϕ2ψ2 ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà u = ϕ1v1 = ϕ2v2

ïîñëå ïîäñòàíîâêè vi = ψiw è ñîêðàùåíèÿ íà w . Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(â) Ïóñòü u = ϕv = ϕv′ . Ñîãëàñíî íàëîæåííîìó óñëîâèþ v′ = vω , ω ∈ Gu è âñëåäñòâèå

íîðìàëüíîñòè ϕi â u íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì βi ∈ Gϕi òàêîé, ÷òî βivi = viω (i = 1

Ïðîâåðèì, ÷òî β � èçîìîðôèçì. Ïîñêîëüêó (ηiβ
−1
i )vi = ηiviω

−1 = vω−1 ñîâïàäàþò

ïðè i = 1, 2 , ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Bβ′B òàêîé, ÷òî β′ηi = ηiβ
−1
i . Òîãäà β′βηi = ηi ïðè

i = 1, 2 . Ïîñêîëüêó êîàìàëüãàìà (η1, η2) � ðàçäåëÿþùàÿñÿ ïàðà ìîðôèçìîâ, β′β = 1 è

àíàëîãè÷íîββ′ = 1 .

Çàìå÷àíèå 2.3.8. Ãðîìîçäêèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïï. (à) è (á) ìîæíî
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çàìåíèòü ïðîñòûìè è "åñòåñòâåííûìè", íî ëèøü äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè: ïàðà ìîðôèç-

ìîâ (ψ1, ψ2) ÿâëÿåòñÿ àìàëüãàìîé ïàðû (ϕ1, ϕ2) è ñêâîçíîé ìîðôèçì χ = ϕiψi (à ïðè (à)

� ψ2 ) ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà w .

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå (à) ϕ1βψ1w = ϕ1ψ1w
′ = ϕ2ψ2w

′ = ϕ2ψ2w , ïîýòî-

ìó ϕ1(βψ1) = ϕ2ψ2 . Ïî îïðåäåëåíèþ àìàëüãàìû ñóùåñòâóåò ìîðôèçì CγC òàêîé, ÷òî

βψ1 = ψ1γ, ψ2 = ψ2γ . Èç-çà ðåãóëÿðíîñòè ψ2 îòíîñèòåëüíî w èìååì w′ = wω , ω ∈ Gu ,

ñëåäîâàòåëüíî, β−1ψ1w = ψ1wω
−1 .

Êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ϕ1(β
−1ψ1) = ϕ2ψ2 , ïîýòîìó ψ1γ

′ = β−1ψ2 è ψ2γ
′ = ψ2

äëÿ íåêîòîðîãî Cγ′C . Òîãäà γγ′ è γ′γ ïðèíàäëåæàò èçîòðîïíûì ãðóïïàì Gψ1 è Gψ2 è â

ñèëó ïëîòíîñòè àìàëüãàìû (ψ1, ψ2) èìååì γγ′ = γ′γ = 1 , ò.å. γ � àâòîìîðôèçì.

2.4 Ñòåïåíü ñåïàðàáåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ñòåïåíüþ ñåïàðàáåëüíîñòè ìîðôèçìà AϕB â ìîðôèçìå AχC íà-

çûâàåòñÿ ìîùíîñòü |ϕ\χ| ìíîæåñòâà ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ . Îáîçíà÷åíèå � sepχϕ .

Åñëè ìîðôèçì ϕ ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå χ , òî ìíîæåñòâî ëåâûõ ÷àñòíûõ ϕ\χ áèåêòèâ-

íî ìíîæåñòâó ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ Gψ\Gχ ïðè ëþáîì ψ ∈ ϕ\χ . Ïîýòîìó sepχϕ ðàâíà

èíäåêñó ïîäãðóïïû Gψ èçîòðîïíîé ãðóïïû Gχ .

Åñëè ìîðôèçì ϕ íîðìàëåí â ìîðôèçìå χ , òî ϕ\χ áèåêòèâíî èçîòðîïíîé ãðóïïå Gϕ

(ïàð. 3.1), ñëåäîâàòåëüíî, sepχϕ = |Gϕ| .

Ïóñòü ìîðôèçì AχC åñòü êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ AϕB è BψC . Òîãäà îïðåäåëåíî

ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ AuW :

(χ\u)ψ∗(ϕ\u), wψ∗ = ψw.

Ñëîåì òî÷êè v ∈ ϕ\u ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñëóæèò ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ψ\v . Ïîýòîìó

(a) χ\u =
⋃
v∈ϕ\u ψ\v ;

(6) îòîáðàæåíèå ψ∗ ñþðúåêòèâíî, åñëè è òîëüêî åñëè ψ\v 6= ∅ ïðè ëþáîì v ∈ ϕ\u , ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0) ïàð. 1.
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ (à) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

sepuχ =
∑
v∈ϕ\u

sepvψ.

Åñëè ñëîè ψ\v âñåõ òî÷åê v ∈ ϕ\u ðàâíîìîùíû (â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (á)),

òî

sepuχ = sepuϕ · sepvψ.

Ýòî ðàâåíñòâî èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì ½ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñòåïåíè ñåïàðà-

áåëüíîñòè“. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîñòü ñòåïåíåé ñåïàðàáåëüíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Åñëè ìîðôèçì ϕ è êîìïîçèöèÿ χ = ϕψ ðåãóëÿðíû â u, òî ñòåïåíü

ñåïàðàáåëüíîñòè sepuχ ìóëüòèïëèêàòèâíà îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ χ = ϕψ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê v, v′ ∈ ϕ\u ñóùåñòâóåò àâòîìîð-

ôèçì ω òàêîé, ÷òî v′ = vω è îòîáðàæåíèå (ψ\v)ω∗(ψ\v′), wω∗ = wω áèåêòèâíî.

2.5 ×èñòàÿ íåñåïàðàáåëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì îòíîñèòåëüíî

ìîðôèçìà BvW (â ìîðôèçìå u = ϕv ), åñëè v � åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, ïîä÷èíÿþùèéñÿ

ðàâåíñòâó u = ϕv . Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

|ϕ\u| = sepuϕ = 1.

Âñÿêèé ýïèìîðôèçì ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí â ëþáîì äåëÿùåìñÿ íà íåãî ñëåâà ìîðôèçìå.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîëüíûé èçîìîðôèçì AϕB ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí â ëþáîì ìîðôèçìå

AχC ïîòîìó, ÷òî ϕ\χ = {ϕ−1χ} . Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ìîíîìîðôèçì

ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî v (â u), òî îí ðåãóëÿðåí è íîðìàëåí îòíîñèòåëüíî v

(â u).

Åñëè ìîðôèçì ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî v (â u), òî ñîâïàäàþò èçîòðîï-

íûå ïîëóãðóïïû Sv, Su è ãðóïïû Gv, Gu , à ìíîæåñòâî áèèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ ϕ\u/v ,

èçîòðîïíûå ïîëóãðóïïà Sϕ è ãðóïïà Gϕ òðèâèàëüíû.
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Ïðåäëîæåíèå 2.5.1. (à) Åñëè ìîðôèçì ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

v , òî îí ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí è îòíîñèòåëüíî ëþáîãî åãî ëåâîãî äåëèòåëÿ ψ .

(á). Ïóñòü ìîðôèçì ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ψ , à êîìïîçè-

öèÿ χ = ϕψ íîðìàëüíà îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà w . Òîãäà äëÿ ÷èñòîé íåñåïàðàáåëüíîñòè

ϕ îòíîñèòåëüíî v = ψw íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕ áûëî ðåãóëÿðíûì îòíîñè-

òåëüíî v .

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü v = ψw . Åñëè ϕψ = ϕψ′ , òî ϕv = ϕψw = ϕψ′w , ñëåäîâàòåëü-

íî, v = ψw = ψ′w .Ñîêðàùàÿ íà w , ïîëó÷àåì ψ = ψ′ .

(á) Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ϕ îòíî-

ñèòåëüíî v , äëÿ ëþáîãî v′ ∈ ϕ\u ñóùåñòâóåò ω ∈ Gu òàêîé, ÷òî v′ = ψwω . Ââèäó íîð-

ìàëüíîñòè χ îòíîñèòåëüíî w , èìååì wω = γw äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà γ . Òîãäà

ϕψw = ϕψwω = ϕψγw è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà w , ïîëó÷àåì ϕψ = ϕψγ = χ . Èç ÷èñòîé

íåñåïàðàáåëüíîñòè ϕ â χ èìååì γ ∈ Gψ è v′ = v .

Ïðåäëîæåíèå 2.5.2. (à) Ïóñòü êîìïîçèöèÿ AχC ìîðôèçìîâ AϕB è BψC ÷èñòî íåñå-

ïàðàáåëüíà îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà CwW . Òîãäà

(i) ψ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî w ;

(ii) ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî v = ψw (èëè â u = ϕv ), åñëè è òîëüêî åñëè

âñå v′ ∈ ϕ\u äåëÿòñÿ íà ψ , ýêâèâàëåíòíî, ϕ ðåãóëÿðíî â u;

(á) Îáðàòíî, åñëè ψ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî îòíîñèòåëüíî w , à ϕ îòíîñèòåëüíî êîì-

ïîçèöèè v = ψw , òî χ = ϕψ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî îòíîñèòåëüíî w .

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Èç ðàâåíñòâà ψw = ψw′ ñëåäóåò ðàâåíñòâî χw = χw′ , îòêóäà â ñèëó

÷èñòîé íåñåïàðàáåëüíîñòè χ îòíîñèòåëüíî w , èìååì w = w′ , ÷òî äîêàçûâàåò (l).

Åñëè ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî îòíîñèòåëüíî w , òî, êàê ìû óæå çíàåì, ϕ ðåãóëÿðíî

îòíîñèòåëüíî w , à ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (0) ïàð. 1. Åñëè æå âñå ýëåìåíòû ìíî-

æåñòâà ÷àñòíûõ ϕ\u äåëÿòñÿ íà ψ , òî èç ðàâåíñòâà ϕv = ϕv′ = u ñëåäóåò ðàâåíñòâî

χw = χw′ , ãäå v′ = ψw′ . Òàê êàê χ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî îòíîñèòåëüíî w , èìååì w = w′

è, ñëåäîâàòåëüíî, v = v′ .
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á) Ïóñòü χw = χw′ = u . Òîãäà ϕ(ψw) = ϕ(ψw′) = u è ââèäó ÷èñòîé íåñåïàðàáåëüíîñòè

ϕ â u , èìååì ψw = ψw′ , à èç ÷èñòîé íåñåïàðàáåëüíîñòè ψ îòíîñèòåëüíî w ïîëó÷àåì

w = w′ .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîòðåáîâàòü ðåãóëÿðíîñòü ϕ â u , òî âñå ðåçóëüòàòû äîêàçàííîãî

ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóþò èç ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñòåïåíè ñåïàðàáåëüíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.3. Ïóñòü êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ AϕB è BvW , Aϕ̄B̄ è B̄v̄W ðàâíû

AuW . Ïóñòü CwW � êîìïîçèò ìîðôèçìîâ v è v̄ , à BψC è B̄ψ̄C � àññîöèèðîâàííûå ñ

êîìïîçèòîì ìîðôèçìû. Òîãäà

(à) åñëè ϕ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí â u, òî ψ̄ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî w ;

(á) åñëè ϕ è ϕ̄ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíû â u, òî χ = ϕψ = ϕ̄ψ̄ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí â u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà ψ̄w = ψ̄w′ ñëåäóåò, ÷òî ϕ̄ψ̄w = ϕ̄ψ̄w′ = u , à çíà÷èò è

ϕψw = ϕψw′ = u . Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ÷èñòîé íåñåïàðàáåëüíîñòè ϕ â u èìååì ψw = ψw′ .

Ïàðà ìîðôèçìîâ (ψ, ψ̄) , àññîöèèðîâàííàÿ ñ êîìïîçèòîì, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé, ïîýòîìó w =

w′ . Óòâåðæäåíèå (á) ñðàçó ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ (à) è ïðåäëîæåíèÿ 2.5.2 (á).

2.6 Ñåïàðàáåëüíîñòü

Ìîíîìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì îòíîñèòåëüíî ìîíîìîðôèçìà BvW , åñëè

èç ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ ÷àñòíûõ η\ηv = η′\η′v äëÿ ïðàâûõ ìîíîìîðôíûõ äåëèòåëåé XηB

è X ′η′B ìîðôèçìà ϕ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà XσX ′ ' òàêîãî, ÷òî η′ = ση .

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè âñå ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ

ìîíîìîðôèçìàìè.

Ïðè ëþáîì XηB , äåëÿùåì AϕB , ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ η\ηv ëåæèò â ìíîæåñòâå ÷àñòíûõ

ϕ\u , ãäå u = ϕv . Ïîýòîìó èìååì îòîáðàæåíèå

Pϕ(B)bvB(ϕ\u), η 7−→ ηbv = η\ηv,

ãäå Pϕ(B) � ìíîæåñòâî ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà B , ñîäåðæàùèõ ïîäîáúåêò ϕ , à B(ϕ\u) �
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áóëèàí ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ϕ\u . Ñåïàðàáåëüíîñòü ìîðôèçìà ϕ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà

v ýêâèâàëåíòíà, óñëîâèþ èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ bv .

Ìîðôèçì AϕB íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì â ìîðôèçìå AuW , åñëè ϕ ñåïàðàáåëüíî

îòíîñèòåëüíî ëþáîãî v ∈ ϕ\u .

Åñëè ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí â ìîðôèçìå AuW , òî èç ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñè-

òåëüíî íåêîòîðîãî ìîðôèçìà v ∈ ϕ\u , ñëåäóåò åãî ñåïàðàáåëüíîñòü îòíîñèòåëüíî ëþáîãî

v′ ∈ ϕ\u .

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíîñòè èìååì v′ = vω ïðè ïîäõîäÿùåì àâòî-

ìîðôèçìå ω . Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ ïðàâûõ äåëèòåëåé XηB è X ′η′B ìîðôèçìà ϕ èìååì

η\ηv · ω = η\ηv′, η′\η′v · ω = η′\η′v′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî η\ηv′ = η′\η′v′ âëå÷åò ðàâåíñòâî η\ηv = η′\η′v , è çíà÷èò ñóùå-

ñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà σ òàêîãî, ÷òî η′ = ση .

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòè ìîðôèçìà ϕ â u ñåïàðàáåëüíîñòü ϕ â u ñâî-

äèòñÿ ê ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî v ∈ ϕ\u .

Êðîìå òîãî, åñëè ϕ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v , òî è ëþáîé åãî ïðàâûé äåëèòåëü η

ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v , ò.å. η\ηv = vGηv . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî η\ηv = η′\η′v âëå÷åò

ðàâåíñòâà vGηv = vGη′v è, ñëåäîâàòåëüíî, Gηv = Gη′v . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ω′ ∈

Gη′v íàéäåòñÿ ω ∈ Gηv òàêîé, ÷òî vω = vω′ .

Îòñþäà v = vω′ω−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ω′ ∈ Gvω . Ïîñêîëüêó Gvω ⊂ Gηv , èç ñêàçàííîãî

ñëåäóåò, ÷òî Gη′v ⊂ Gηv è àíàëîãè÷íî Gηv ⊂ Gη′v .

Ïðåäëîæåíèå 2.6.1. Åñëè ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BvW ,

òî äëÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî v íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ñëó÷àå

ðàâåíñòâà èçîòðîïíûõ ãðóïï Gηv = Gη′v äëÿ ïðàâûõ äåëèòåëåé XηB è X ′η′B ìîðôèçìà

ϕ, âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî η′ = ση ïðè ïîäõîäÿùåì èçîìîðôèçìå σ , ò.å. îòîáðàæåíèå

Pϕ(B)avP(Gϕv), ηav = Gηv

áûëî èíúåêòèâíûì. Ðåãóëÿðíûé â AuW ìîðôèçì AϕB ñåïàðàáåëåí â íåì åñëè îí ñåïà-

ðàáåëåí îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî v ∈ ϕ\u.
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Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìîâ, äåëÿùèõ ìîðôèçì AϕB , ñóùåñòâóåò êîìïîçèò,

óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BvW ìîæíî çàìåùàòü íåñêîëüêî

áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì:

äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ ìîðôèçìà AϕB â êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ AξX , XηY è Y ζB

ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ÷àñòíûõ ηζ\ηζv = ζ\ζv âîçìîæíî òîëüêî ïðè èçîìîðôèçìå η .

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè (èáî

îáðàòíîå î÷åâèäíî).

Ëåììà 2.6.2. Ïóñòü η′1 è η′2 � ïðàâûå äåëèòåëè ìîðôèçìà ϕ, à ζ � èõ êîìïîçèò. Òîãäà

η′1\η′1v ∩ η′2\η′2v = ζ\ζv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η′i = ηiζ , i = 1, 2 . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1.1

ζ\ζv ⊂ η′1\η′1v ∩ η′2\η′2v.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàâåíñòâî η′iv = η′iv
′ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ηiζv = ηiζv
′ , i = 1, 2 è íà îñíîâàíèè ïëîòíîñòè ïàðû ìîðôèçìîâ (η1, η2) , àññîöèèðîâàííîé

ñ êîìïîçèòîì ζ , âûâåñòè, ÷òî ζv = ζv′ .

Òåïåðü, åñëè η′1 i η′2 ïðàâûå äåëèòåëè ìîðôèçìà ϕ ñî ñâîéñòâîì η′1\η′1v = η′2\η′2v è ζ

� èõ êîìïîçèò, òî, êàê ñëåäóåò èç ëåììû, ζ\ζv ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèìè ìíîæåñòâàìè

÷àñòíûõ. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì η′1 è η′2 äåëÿòñÿ íà ζ ,ñîãëàñíî íîâîìó óñëîâèþ, η′i = ηiζ ,

i = 1, 2ïðè ïîäõîäÿùèõ èçîìîðôèçìàõ ηi . Îòñþäà η
′
2 = η2η

−1
1 η′1 .

Óñëîâèå ηζ\ηζv = ζ\ζv îçíà÷àåò ÷èñòóþ íåñåïàðàáåëüíîñòü η îòíîñèòåëüíî ζv , åñëè

òîëüêî ëþáîé ìîðôèçì ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ η\ηζv äåëèòñÿ íà ζ .Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå âñÿêèé ìîðôèçì èç η\ηζv èìååò âèä ζv′ , ãäå v′ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì ÷àñòíûõ

ηζ\ηζv = ζ\ζv . Ïîýòîìó ζv′ = ζv è, ñëåäîâàòåëüíî, |η\ηζv| = 1 .

Â äðóãóþ ñòîðîíó, ïðåäïîëîæèì, ÷òî η\ηζv ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ìîðôèçìà, ê

òîìó æå äåëÿùåãîñÿ íà ζ . Òîãäà ýòèì ìîðôèçìîì äîëæíà áûòü êîìïîçèöèÿ ζv . Ïîýòîìó

åñëè v′ ∈ ηζ\ηζv , òî ζv′ ∈ η\ηζv è ζv′ = ζv , ò.å. v′ ∈ ζ\ζv . Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå ηζ\ηζv ⊂ ζ\ζv . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âåðíî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.1.
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Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé ìîðôèçì èç η\ηζv äåëèòñÿ íà ζ , åñëè η ðåãóëÿðíî îòíîñèòåëüíî

ζv (ïðåäëîæåíèå 2.2.6).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìîðôèçì AϕB íîðìàëåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BvW

(èëè â êîìïîçèöèè u = ϕv ).

Ïðåäëîæåíèå 2.6.3. Åñëè ìîðôèçì ϕ ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìîðôèçìà

v ∈ ϕ\u, òî îí ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ìîðôèçìà v′ ∈ ϕ\u è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñåïàðàáåëåí â u. Äëÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî v íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òî6û ðàâåíñòâî ãðóïï èçîòðîïèè Gη = Gη′ âëåêëî ðàâåíñòâî η′ = ση ïðè ïîäõîäÿùåì

èçîìîðôèçìå σ , ãäå η è η′ ïðàâûå äåëèòåëè ìîðôèçìà ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ëþáîé ïðàâûé äåëèòåëü η ìîðôèçìà ϕ , íîðìàëüíîãî îò-

íîñèòåëüíî v , íîðìàëåí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî v′ ∈ ϕ\ϕv (ò.å. η\ηv′ = Gηv′ ), òî

ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ÷àñòíûõ η\ηv = η′\η′v ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó ãðóïï èçîòðîïèè

Gη = Gη′ .

Ïðåäëîæåíèå 2.6.4. Ïóñòü v = ψw , χ = ϕψ è u = ϕv = χw , ãäå AϕB , BψC è CwW

ïðîèçâîëüíûå ìîðôèçìû.

(à) Åñëè ìîðôèçì ϕ ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ψ (â χ), òî îí ñåïàðàáåëåí è îòíî-

ñèòåëüíî v (â u).

á) Îáðàòíî, åñëè ìîðôèçì ϕ ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî v (â ìîðôèçìå u), òî îí

ñåïàðàáåëåí è îòíîñèòåëüíî ψ (â χ) ïðè óñëîâèè (1) ïàð. 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 2.1.4 è 2.1.1.

Ïðåäëîæåíèå 2.6.5. Åñëè êîìïîçèöèÿ χ ìîðôèçìîâ AϕB è BψC ñåïàðàáåëüíà îòíîñè-

òåëüíî ìîðôèçìà CwW , òî ìîðôèçì ψ ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî w , à ϕ ñåïàðàáåëåí

îòíîñèòåëüíî v = ψw .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ = ξ1η1 = ξ2η2 è η1\η1w = η2\η2w . Òîãäà χ = (ϕξ1)η1 = (ϕξ2)η2 è

â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè χ îòíîñèòåëüíî w èìååì η2 = ση1 äëÿ ïîäõîäÿùåãî èçîìîðôèçìà

σ . Åñëè æå ϕ = ξ1η1 = ξ2η2 è η1\η1v = η2\η2v , òî η1ψ\η1ψw = η2ψ\η2ψw è îïÿòü ââèäó
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ñåïàðàáåëüíîñòè χ îòíîñèòåëüíî w èìååì η2ψ = ση1ψ äëÿ íåêîòîðîãî èçîìîðôèçìà σ .

Ñîêðàùàÿ íà ψ , ïîëó÷àåì η2 = ση1 .

Ïðåäëîæåíèå 2.6.6. Ïóñòü ìîðôèçì BψC ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà CwW ,

à ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí è ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè v = ψw . Òîãäà ìîð-

ôèçì χ = ϕψ ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà w , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

(i) äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî äåëèòåëÿ XηC ìîðôèçìà χ ñóùåñòâóþò êîìïîçèò Y σC è

ïåðåñå÷åíèå ZτC ïîäîáúåêòîâ η è ψ , ïðè÷åì èçîòðîïíàÿ ãðóïïà Gτw ïîðîæäàåòñÿ èçî-

òðîïíûìè ãðóïïàìè Gηw è Gψw ;

(ii) ðåøåòêà ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà C ìîäóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ = ξ1η1 = ξ2η2 è η1\η1w = η2\η2w . Ïóñòü YiσiC � êîìïîçèòû

ìîðôèçìà ψ ñ ηi (i = 1, 2) . Ñîãëàñíî ëåììå 2.6.2

σ1\σ1w = ψ\ψw ∩ η1\η1w = ψ\ψw ∩ η2\η2w = σ2\σ2w.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ñåïàðàáåëüíîñòè ψ îòíîñèòåëüíî w ïîäîáúåêòû σ1 è σ2

ðàâíû.

Òåïåðü ïóñòü ZiτiC � ïåðåñå÷åíèå ηi ñ ψ (i = 1, 2) . Èç η1\η1w = η2\η2w ëåãêî âûâåñòè,

÷òî Gη1w = Gη2w . Íî òîãäà Gτ1w = Gτ2w , ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óñëîâèþ (i) îíè ïîðîæäà-

þòñÿ ïðåäûäóùèìè èçîòðîïíûìè ãðóïïàìè è ãðóïïîé Gψw . Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ

îòíîñèòåëüíî ψw ïîäîáúåêòû τ1 è τ2 ñîâïàäàþò.

Èòàê, êîìïîçèòû (îáúåäèíåíèÿ) è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáúåêòîâ η1 è η2 îáúåêòà C ñ ïî-

äîáúåêòîì ψ ñîâïàäàþò. Âñëåäñòâèå ìîäóëÿðíîñòè ðåøåòêè ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà C ìû

èìååì ðàâåíñòâî ηi = η2 .

Ïðåäëîæåíèå 2.6.7. Ïóñòü êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ AϕiBi è BiviW ðàâíû u (i = 1, 2),

CwW � êîìïîçèò v1 è v2 , BiψiC � àññîöèèðîâàííûå ñ êîìïîçèòîì ìîðôèçìû. Èç ñåïàðà-

áåëüíîñòè ìîðôèçìà ϕ1 îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà v1 ñëåäóåò ñåïàðàáåëüíîñòü ìîðôèçìà

ψ2 îòíîñèòåëüíî w , åñëè
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(i) ìíîæåñòâî Pχ(C) ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà C , ñîäåðæàùèõ ïîäîáúåêò χ = ϕiψi ,

ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé ñ êîìïîçèòàìè â êà÷åñòâå îáúåäèíåíèé;

(ii) êàæäûé ìîðôèçì v′1 ∈ ϕ1\u äåëèòñÿ íà ψ , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ìîðôèçì w′ ∈

ψ1\v′1 , ïðèíàäëåæàùèé ψ2\v2 .

Óñëîâèå (ii) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìîðôèçì ϕ1 ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v1 è Gu = Gv1Gv2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ2 = τζ = τ ′ζ ′ è ζ\ζw = ζ ′\ζ ′w . Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèÿ κ =

ηζ = ρψ1 è κ′ = η′ζ ′ = ρ′ψ1 ïîäîáúåêòîâ ζ è ζ ′ ñ ψ1 è ìîðôèçìû ξ è ξ′ , îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

ξρ = ξ′ρ′ = ϕ1, ξη = ϕ2τ, ξ′η′ = ϕ2τ
′.

Â ñèëó ìîäóëÿðíîñòè ðåøåòêè Pχ(C) èìååì

κ ∪ ψ2 = (ζ ∩ ψ1) ∪ ψ2 = ζ ∩ (ψ1 ∪ ψ2) = ζ ∩ 1C = ζ,

ïðè÷åì ñîãëàñíî (i), ζ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèòîì κ è ψ2 . Ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ρ\ρv1 è ρ′\ρ′v1

ðàâíû, ïîòîìó ÷òî îíè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ñîâïàäàþùèì ìíîæåñòâàì ψ1(ζ\ζw) è

ψ1(ζ
′\ζ ′w) . Âêëþ÷åíèå ψ1(ζ\ζw) ⊂ ρ\ρv1 î÷åâèäíî.

Îáðàòíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé v′ ∈ ρ\ρv1 . Ñîãëàñíî (ii) v′1 = ψ1w
′ ñ w′ ∈ ψ2\v2 .

Ïîýòîìó

η(ζw′) = ρψ1w
′ = ρψ1w = η(ζw), τ(ζw′) = ψ2w

′ = ψ2w = τ(ζw).

Òàê êàê ïàðà ìîðôèçìîâ, àññîöèèðîâàííàÿ ñ êîìïîçèòîì, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé, ïîëó÷àåì,

÷òî ζw′ = ζw , t.e. w′ ∈ ζ\ζw .

Èòàê, ξ(ρv1) = ξ′(ρ′v1) è ρ\ρv1 = ρ′\ρ′v1 . Ñîãëàñíî ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî

v1 ïîäîáúåêòû κ è κ′ (ò.å. ïåðåñå÷åíèÿ ζ è ζ ′ ñ ψ1 ) ñîâïàäàþò. Îáúåäèíåíèÿ ζ è ζ ′ ñ ψ1

ëåæàò â îáúåäèíåíèè ψ2 ñ ψ1 , ïîýòîìó ðàâíû òîòàëüíîìó ïîäîáúåêòó 1C . Âñëåäñòâèå ìî-

äóëÿðíîñòè ðåøåòêè Pχ(C) , ïîäîáúåêòû ζ è ζ ′ ðàâíû. Ñåïàðàáåëüíîñòü ψ2 îòíîñèòåëüíî

w äîêàçàíà.

Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíîñòè èìååì

v′1 = v1ω = ψ1wω , ãäå ω ∈ Gu . Ñëåäîâàòåëüíî, ω = ω1ω2 ñ êîìïîíåíòàìè ωi ∈ Gvi . Òîãäà

v′1 = ψ1(wω2) è ψ2wω2 = v2ω2 = v2 , ò.å. w
′ = wω2 ∈ ψ2\v2 .
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Ñëåäñòâèå 2.6.8. Â óñëîâèÿõ (i), (ii) ïðåäëîæåíèÿ 2.6.7 è Gu = Gv1Gv2 , κ ñåïàðàáåëåí

îòíîñèòåëüíî w , åñëè ϕ2 ðåãóëÿðåí è ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî v2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèÿ 2.6.7 è 2.6.6.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå îáùåêàòåãîðíîå ïîíÿòèå ñåïà-

ðàáåëüíîñòè ìîðôèçìà AϕB â ìîðôèçìå AuW â êàòåãîðèè ïîëåé ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêèì ïîíÿòèåì ñåïàðàáåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ϕ , åñëè â êà÷åñòâå u

âçÿòü, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ A .

Äåéñòâèòåëüíî, ñåïàðàáåëüíîñòü êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé AϕB ìîæíî îïðåäåëèòü

óñëîâèåì ðàâåíñòâà ñòåïåíè ýòîãî ðàñøèðåíèÿ è åãî ñåïàðàáåëüíîé ñòåïåíè ([121], ãë. 7,

ïàð.4). Ââèäó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñòåïåíè è ñåïàðàáåëüíîé ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ ïîëó-

÷àåì, ÷òî, åñëè â ðàçëîæåíèè ìîðôèçìà ϕ = ξηζ ðàñøèðåíèå η ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî, òî

η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Îáðàòíî, åñëè ϕ ñåïàðàáåëüíî â êàòåãîðíîì ñìûñëå, òî, âçÿâ åãî ðàçëîæåíèå â êîì-

ïîçèöèþ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîãî è ñåïàðàáåëüíîãî ìîðôèçìîâ (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå),

ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Çäåñü ìû ïîëü-

çóåìñÿ î÷åâèäíûì ôàêòîì, ÷òî êëàññè÷åñêîå è êàòåãîðíîå ïîíÿòèÿ ÷èñòîé íåñåïàðàáåëü-

íîñòè ïîëíîñòüþ àäåêâàòíû.

2.7 Ìîðôèçìû Ãàëóà

Ìîðôèçì AχC íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî CwW (èëè â u = χw), åñ-

ëè îí ðåãóëÿðåí, íîðìàëåí è ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî w (ñîîòâ., â u). Îïðåäåëÿåìûé

ìîðôèçìîì Ãàëóà ïîäîáúåêò îáúåêòà C íàçûâàåòñÿ ïîäîáúåêòîì Ãàëóà.

Ãðóïïà èçîòðîïèè Gχ ìîðôèçìà (ïîäîáúåêòà) Ãàëóà χ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà.

Èç ïðåäëîæåíèé 2.2.6 (à), 2.3.5 è 2.6.5 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì BψC äåëÿùèé χ

ñïðàâà, òàêæå áóäåò ìîðôèçìîì Ãàëóà. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîäãðóïïû ãðóïïû Ãàëóà

íàçûâàþòñÿ ïîäãðóïïàìè Ãàëóà.
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Ïðåäëîæåíèå 2.7.1. Åñëè AχC � ìîðôèçì Ãàëóà è êîìïîçèò ëþáîé ïàðû ìîðôèçìîâ

â C ñóùåñòâóåò, òî ëþáîé ïðàâûé äåëèòåëü BψC ìîðôèçìà χ åñòü ñòàáèëèçàöèÿ ïî

ñâîåé ãðóïïå Ãàëóà Gψ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êàæäûé ìîðôèçì ψ ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ñâîåé ãðóïïû

èçîòðîïèè Gψ , íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì XξC ñòàáèëüíûé îòíîñèòåëü-

íî Gψ , äåëèòñÿ íà ψ . Ïóñòü BξψξC � êîìïîçèò ìîðôèçìîâ ψ è ξ , à Bψ′ξBξ è Xξ′Bξ �

àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ìîðôèçìû.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1.11 ãëàâû 1 èìååì Gψξ = Gξ ∩ Gψ = Gψ . Òàê êàê ìîðôèçì

χ ðåãóëÿðåí, íîðìàëåí è ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî w , â ñèëó ïàð. 3 è ïðåäëîæåíèÿ 2.6.1

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì σ òàêîé, ÷òî ψξ = σψ . Ïîýòîìó ξ = ξ′ψξ = ξ′σψ .

Ñëåäñòâèå 2.7.2. Ïóñòü χ � ìîðôèçì Ãàëóà, Pχ(C) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäîáúåêòîâ

îáúåêòà C , ñîäåðæàùèõ ïîäîáúåêò χ, PGal(G) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï Ãàëóà ãðóïïû

Ãàëóà G = Gχ . Ïàðà îòîáðàæåíèé

(i) Pχ(C)gPGal(G), ψg = Gψ,

(ii) PGal(G)hPχ(C), Hh = ñòàáèëèçàöèÿ C ïî H

îáðàçóåò ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà, ïðè÷åì Pχ(C), PGal(G) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè çà-

ìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó Pχ(C) áèåê-

òèâíî PGal(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ñòàáèëèçàöèè ïî ïîäãðóïïàì Ãàëóà H ãðóïïû G ñó-

ùåñòâóþò ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ. Òî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ (i) è (ii) îáðàçóþò

ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ôàêòîì è äîêàçàíî â ãëàâå 1. Íàêîíåö, PGal(G) �

ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ àâòîìîðôèçìîâ ïî îïðåäåëåíèþ è ñâîéñòâó êâàçèîáðàòíîñòè ñîîò-

âåòñòâèé Ãàëóà, à Pχ(C) � ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ìîðôèçìîâ ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ïðåä-

ëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.7.3. Ïóñòü AχC � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî CwW (â u = χw),

Aϕ � åãî ëåâûé äåëèòåëü è ψ ∈ ϕ\χ.
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(à) Åñëè ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî v = ψw (â u), òî ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà è

îòíîñèòåëüíî ψ (â χ).

(á) Åñëè ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî ψ (â χ), òî îí ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì

Ãàëóà îòíîñèòåëüíî v (â u) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) ïàð.

1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íîðìàëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî ψ ñëåäóåò åãî íîðìàëüíîñòü îòíîñè-

òåëüíî v ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3.3 (à). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3.3 (á), èç íîðìàëüíî-

ñòè ϕ îòíîñèòåëüíî v ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1) ïàð. 1, ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæå-

íèþ 2.6.4 (á) ìîðôèçì ϕ ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî ψ , åñëè îí ñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî

v . Ðåãóëÿðíîñòü ϕ îòíîñèòåëüíî ψ óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 2.3.2.

Îáðàòíî, èç ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî ψ ñëåäóåò åãî ñåïàðàáåëüíîñòü îòíî-

ñèòåëüíî v ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.6.4 (à). Ïîñêîëüêó ϕ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ψ ,

ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1) ïàð. 1 è χ = ϕψ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v . Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.8 ìîðôèçì ϕ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v . Íàêîíåö, íà îñíîâàíèè

ïðåäëîæåíèÿ 2.3.3 (á) ïðè íîðìàëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî ψ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì íîðìàëüíîñòè ϕ îòíîñèòåëüíî v ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (1) ïàð. 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.7.4. Ïóñòü AχC � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî w (â u = χw) è

χ = ϕψ .

(à) Åñëè ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî v = ψw (v u), òî ãðóïïà Ãàëóà Gψ ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì ãðóïïû Ãàëóà Gχ .

(á) Åñëè Gψ � íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû Gχ , òî ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî

v (â u) ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâ (0) è (1) ï. 1.4 è ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïîçèòîâ

ëþ6ûõ äâóõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.7.3, åñëè ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî

v , òî ϕ � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî ψ , à ïðè óñëîâèè (1) ïàð. 1 âåðíà è îáðàòíàÿ

èìïëèêàöèÿ. Óòâåðæäåíèå (à) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 3.

Îáðàòíî, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïàð. 3 è ïðåäëîæåíèÿ 2.7.1 ñëåäóåò ñîâïàäåíèå
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ψ ñî ñòàáèëèçàöèåé ïî ñâîåé èçîòðîïíîé ãðóïïå, è èç íîðìàëüíîñòè ïîäãðóïïû Gψ â

Gχ âûòåêàåò íîðìàëüíîñòü ϕ îòíîñèòåëüíî ψ , åñëè òîëüêî ϕ ðåãóëÿðíî îòíîñèòåëüíî

ψ . Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6 (á) è óñëîâèÿ (0) ïàð.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ìîðôèçì ϕ

ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî v . Ðåãóëÿðíîñòü è ñåïàðàáåëüíîñòü ϕ îòíîñèòåëüíî ψ ñëåäóþò

ñîîòâåòñòâåííî èç ïðåäëîæåíèé 2.3.2, 2.6.5 è 2.6.4 (á) ââèäó óñëîâèÿ (1) ïàð. 1.

Çàìå÷àíèå 2.7.5. Åñëè χ íîðìàëüíî îòíîñèòåëüíî w , òî óñëîâèå (0) âëå÷åò óñëîâèå (1)

ïàð. 1.

Ïóñòü v′ ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì èç ϕ\u . Ñîãëàñíî óñëîâèþ (0), ñóùåñòâóåò ìîðôèçì

w′ òàêîé ÷òî v′ = ψw′ . Ïðè ýòîì χw′ = ϕψw′ = u = χw è â ñèëó íîðìàëüíîñòè χ

îòíîñèòåëüíî w èìååì w′ = γw , ãäå γ � àâòîìîðôèçì. Îòñþäà v′ = ψγw . Îòìåòèì, ÷òî

óñëîâèå (0) ïîõîæå íà ½ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ èçîìîðôèçìîâ“ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà.

Ñîáåðåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.7.6. Ïóñòü AχC � ìîðôèçì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî CwW (â u = χw) è χ = ϕψ

� ïðîèçâîëüíîå ðàçëîæåíèå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(à) Ìîðôèçì ψ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî w (â v = ψw);

(á) Åñëè ñóùåñòâóåò êîìïîçèò ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ â îáúåêòå C , òî ñóùåñòâó-

þò ñòàáèëèçàöèè ïî âñåì ïîäãðóïïàì Ãàëóà H ãðóïïû Ãàëóà Gχ è ïàðà îòîáðàæåíèé

èç ñëåäñòâèÿ 2.7.2 ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ñ ìíîæåñòâàìè çàìêíóòûõ ýëå-

ìåíòîâ Pχ(C) è PGal(G), êîòîðûå a posteriori 6èåêòèâíû.

(â) Åñëè ìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì Ãàëóà îòíîñèòåëüíî v (â u), òî ãðóïïà

Ãàëóà Gψ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì ãðóïïû Ãàëóà Gχ . Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ

âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñÿêèõ äâóõ ìîðôèçìîâ â îáúåêò C ñóùåñòâóåò êîì-

ïîçèò è êàæäûé ìîðôèçì ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ϕ\u äåëèòñÿ íà ψ . Ïðè ýòîì ãðóïïà

Ãàëóà Gϕ èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå Gχ\Gψ .
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2.8 Ðåãóëÿðíûå çàìûêàíèÿ

Âñÿêèé èçîìîðôèçì (áîëåå îáùî, ëþáîé ýïèìîðôèçì, à ïðè íàøèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñ-

ñìàòðèâàåìóþ êàòåãîðèþ - êàæäûé áèìîðôèçì) AϕB ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà BψC , ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ìîðôèçìå χ = ϕψ .

Îïðåäåëåíèå 2.8.1. Îáúåêò A íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíî çàìêíóòûì, åñëè èç ðåãóëÿðíîñòè

ìîðôèçìà AϕB îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìîðôèçìà BϕC (èëè â ìîðôèçìå χ = ϕψ )

ñëåäóåò, ÷òî ϕ � èçîìîðôèçì.

Ìîðôèçì AuW íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì îáúåêòà A , åñëè

(i) îáúåêò W ðåãóëÿðíî çàìêíóò;

(ii) ìîðôèçì AϕB ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà BψC (â χ = ϕψ ) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà u = χw äåëèòñÿ íà χ .

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (ii) êàæäûé ëåâûé äåëèòåëü ìîðôèçìà u ðåãóëÿðåí â

íåì.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ, ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà A îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îáúåêòà W . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî AuW è Au′W ′

� ðåãóëÿðíûå çàìûêàíèÿ îáúåêòà A . Òîãäà ñîãëàñíî (ii) u′ ðåãóëÿðíî â ñåáå, ñëåäîâàòåëüíî,

äåëèò u ñëåâà. Àíàëîãè÷íî u äåëèò ñëåâà u′ . ×àñòíûå σ ∈ u′\u è σ′ ∈ u\u′ â êîìïîçèöèè

äàþò ýëåìåíò èçîòðîïíîé ïîëóãðóïïû Su = u\u , .... ñîâïàäàåò ñ èçîòðîïíîé ãðóïïîé Gu

ââèäó ðåãóëÿðíîñòè u â u . Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî σ è σ′ � èçîìîðôèçìû. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè AuW � ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà A , à WσW ′ �

èçîìîðôèçì, òî è u′ = uσ � ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà A .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ñëóæàò ïîëÿ, à ìîðôèçìàìè -

àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Â ýòîé êàòåãîðèè ëþáîé îáúåêò èìååò ðåãóëÿðíîå

çàìûêàíèå, ñîâïàäàþùåå ñ àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ (òî÷íåå, ñ åñòåñòâåííûì

ìîðôèçìîì äàííîãî ïîëÿ â åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò A îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì. Òîãäà âñÿêèé ìîðôèçì
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AϕB ðåãóëÿðíûé â êàêîì-íèáóäü ìîðôèçìå AχC , ðåãóëÿðåí â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêà-

íèè AuW , ò.å. ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ìîðôèçì, â êîòîðîì ðåãóëÿðíû âñå ðåãóëÿðíûå

â êàêîì-íèáóäü ìîðôèçìå ìîðôèçìû èç A . Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè (áåçîòíîñèòåëüíîå) ïî-

íÿòèå ðåãóëÿðíîñòè ìîðôèçìà AϕB , âñåãäà èìåÿ â âèäó åãî ðåãóëÿðíîñòü â ðåãóëÿðíîì

çàìûêàíèè îáúåêòà A .

Îòìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîòîìó ÷òî íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî

çàìûêàíèÿ îáúåêòà A . Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè (áåçîòíîñèòåëüíûå) ïîíÿòèÿ

íîðìàëüíîñòè è ñåïàðàáåëüíîñòè ìîðôèçìà AϕB .

Ïðåäëîæåíèå 2.8.1. Ïóñòü AuW � ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà A, AχC � ïðîèç-

âîëüíûé ðåãóëÿðíûé ìîðôèçì, AϕB � ëåâûé äåëèòåëü ìîðôèçìà χ. Òîãäà

(à) ìîðôèçì ϕ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ìîðôèçìà v ∈ ϕ\u;

(á) äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ψ ∈ ϕ\χ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (Î) ï. 1.4, ò. å. êàæäûé

ìîðôèçì v ∈ ϕ\u äåëèòñÿ íà ψ ;

(â) êàæäûé ìîðôèçì ψ ∈ ϕ\χ ðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî âñÿêîãî ìîðôèçìà w ∈ χ\u

èëè â ëþáîì ìîðôèçìå v ∈ ϕ\u.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ìîðôèçì ϕ äåëèò χ è, ñëåäîâàòåëüíî, u ñëåâà. Çíà÷èò îí ðåãóëÿðåí

ñîãëàñíî óñëîâèþ (ii) îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîãî çàìûêàíèÿ.

(á) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6 (á) è ï. (à) íàñòîÿùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

(â) åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6 (à).

Ïðåäëîæåíèå 2.8.2. Åñëè îáúåêò A îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì AuW , AϕB �

ðåãóëÿðíûé ìîðôèçì, òî ëþáîé ìîðôèçì BvW ∈ ϕ\u 6óäåò ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì

îáúåêòà B ïðè óñëîâèè, ÷òî B îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Bv′W ′ � ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå B . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.8.1

(â) ìîðôèçì v ðåãóëÿðåí â ñåáå. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (ii) îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîãî çàìûêà-

íèÿ v äåëèò v′ . Àíàëîãè÷íî ìîðôèçìó v ÷àñòíîå σ ∈ v\v′ ðåãóëÿðíî â ñåáå. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîñòè îáúåêòà W ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè σ � èçîìîðôèçì.

Ïîýòîìó v = v′σ−1 � ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà B .
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Çàìå÷àíèå 2.8.3. Óñëîâèå (i) âûïîëíÿåòñÿ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿð-

íîãî çàìûêàíèÿ îáúåêòà B .

Òåîðåìà 2.7.6 ïðèíèìàåò âïîëíå êëàññè÷åñêèé âèä, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáúåêò A

îáëàäàåò ðåãóëÿðíûì çàìûêàíèåì, à îáúåêò C � êîìïîçèòàìè ïîäîáúåêòîâ. Òàêèì îáðà-

çîì, â êëàññè÷åñêîì âèäå òåîðåìà Ãàëóà âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êàòåãîðèé ñ ðåãóëÿðíûìè

çàìûêàíèÿìè è êîìïîçèòàìè ïîäîáúåêòîâ.



Ãëàâà 3

Î íîðìàëèçàöèè ìîíîìîðôèçìîâ

Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íîðìàëèçàöèè ìîíîìîðôèçìà â îáùèõ êàòåãîðèÿõ, óñòà-

íàâëèâàåòñÿ óñëîâèå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòeïeíü ñåïàðàáåëüíîñòè ìî-

íîìîðôèçìà AϕB â ìîíîìîðôèçìå AuW ðàâíà èíäåêñó ãðóïïû èçîòðîïèè åãî íîðìàëè-

çàöèè AχC â u îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîòðîïèè ìîíîìîðôèçìà ψ ∈ ϕ\χ .

Âñþäó â ýòîé ãëàâå âñå ìîðôèçìû ñ÷èòàþòñÿ ìîíè÷åñêèìè. Òàêèå êàòåãîðèè ìîæíî

ïîëó÷èòü, åñëè èç ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè îòáðîñèòü âñå ìîðôèçìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ìî-

íîìîðôèçìàìè.

3.1 Îïðåäåëåíèå íîðìàëèçàöèè è åå ïðîñòåéøèå ñâîé-

ñòâà

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Åñëè ìîðôèçì AχC íîðìàëåí â ìîðôèçìå AuW , òî âñå ýëåìåíòû

Sχ îáðàòèìû, ò. å. èçîòðîïíàÿ ïîëóãðóïïà Sχ ñîâïàäàåò ñ èçîòðîïíîé ãðóïïîé Gχ .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ ∈ Sχ èìååì u = χw = χγw ïðè íåêîòîðîì CwW . Ïî îïðåäåëå-

íèþ íîðìàëüíîñòè χ â u ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì γ′ òàêîé, ÷òî γw = γ′w . Îòñþäà γ = γ′

â ñèëó ìîíîìîðôíîñòè w .

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ëåâûå äåëèòåëè ìîðôèçìà AuW ðåãóëÿðíû â íåì (ñòàí-

äàðòíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà AuW � ðåãóëÿðíîå çàìûêàíèå îáúåêòà A). Â ÷àñòíîñòè, u ðåãó-
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ëÿðíî â ñåáå. Òîãäà u òàêæå íîðìàëüíî â u , ñëåäîâàòåëüíî, Su = Gu .

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì èëè íîðìàëèçàöèåé ìîðôèçìà AϕB â

ìîðôèçìå AuW íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì AχC , íîðìàëüíûé â u , äåëÿùèéñÿ íà ϕ è äåëÿùèé

âñÿêèé äðóãîé ìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì äâóì óñëîâèÿì.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëèçàöèÿ AχC ìîðôèçìà AϕB â

AuW îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îáúåêòà C .

Ïóñòü Aχ′C ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèåé ϕ â u . Òîãäà χ′ = χσ′ è χ = χ′σ ïðè

ïîäõîäÿùèõ ìîðôèçìàõ Cσ′C ′ è C ′σC . Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå χ′ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âî

âòîðîå, ïîëó÷àåì χ = χσ′σ , îòêóäà â ñèëó íîðìàëüíîñòè χ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1.1

σ′σ ∈ Gχ . Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè êîìïîçèöèÿ ìîíîìîðôèçìîâ îáðàòèìà, òî ñàìè

ìîíîìîðôèçìû îáðàòèìû.

Ïîäîáúåêò CwW íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà WwW , åñëè

w ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ω , ò. å. wω = γw ïðè ïîäõîäÿùåì ýíäîìîðôèçìå γ îáúåêòà C .

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3. Ìîðôèçì AχC íîðìàëåí â AuW òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò Gu -èíâàðèàíòíûé ïîäîáúåêò CwW òàêîé, ÷òî u = χw .

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè χ íîðìàëüíî â u , òî ìîðôèçìû èç ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ χ\u îòëè-

÷àþòñÿ íà àâòîìîðôèçì îáúåêòà C , ò. å. îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííûé ïîäîáúåêò w îáúåêòà

W , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó u = χw . Èç ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ïîäîáúåêòà

ñëåäóåò åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ èç Gu .

Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ χ ñóùåñòâóåò Gu -èíâàðèàíòíûé ïîäîáúåêò w ∈ χ\u . Òîãäà â ñèëó

ðåãóëÿðíîñòè ëþáîãî ëåâîãî äåëèòåëÿ â u äëÿ ïðîèçâîëüíîãî w′ ∈ χ\u èìååì w′ = wω ñ

ω ∈ Gu . Ââèäó Gu -èíâàðèàíòíîñòè w ïðè ïîäõîäÿùåì ýíäîìîðôèçìå CγC èìååì γw =

w = ω . Àíàëîãè÷íî wω−1 = γ′w , ïðè÷åì γ′ = γ−1 , èáî γ′γw = w , γγ′w = w .

Èç äîêàçàííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Gu -èíâàðèàíòíûé ïîäîáúåêò w ∈ χ\u îïðå-

äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëèçàöèè íåìåäëåííî ñëåäóåò
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Ïðåäëîæåíèå 3.1.4. Ëåâûé äåëèòåëü AϕB ìîðôèçìà AuW èìååò íîðìàëèçàöèþ â

u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåìåéñòâî âñåõ Gu -èíâàðèàíòíûõ ïîäîáúåêòîâ C ′w′W ,

àññîöèèðîâàííûõ ñ äåëÿùèìèñÿ íà ϕ è íîðìàëüíûìè â u ìîðôèçìàìè Aχ′C , èìååò

íàèìåíüøèé ýëåìåíò CwW . Ïðè ýòîì íîðìàëèçàöèÿ ϕ â u ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëþáûì

ìîðôèçìîì χ ∈ u\w .

3.2 Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëèçàöèè

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëèçàöèè â ìîðôèçìå AuW åãî ëåâûõ äåëèòå-

ëåé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â îðäèíàëå (óïîðÿäî÷åííîì êëàññå) Pu(W ) ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà

W , ñîäåðæàùèõ ïîäîáúåêò u, áûëè îïðåäåëåíû ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ Gu -

èíâàðèàíòíûõ ïîäîáúåêòîâ.

Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî Gu -èíâàðèàíòíûõ ïîäîáúåêòîâ èç Pu(W ) íå ïóñòî (èáî ñîäåðæèò

òîòàëüíûé ïîäîáúåêò 1W ), äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ïðåäëîæåíèþ 3.1.4 ïðè

óñëîâèè, ÷òî

(i) äëÿ äàííîãî ìîðôèçìà AϕB ïåðåñå÷åíèå CwW âñåõ Gu -èíâàðèàíòíûõ ïîäîáúåêòîâ

CiwiW , ëåâûå ÷àñòíûå χiu\wi , ïî êîòîðûì äåëÿòñÿ íà ϕ , ñàìî Gu -èíâàðèàíòíî;

(ii) χ ∈ u\w äåëèòñÿ íà ϕ .

Gu -èíâàðèàíòíîñòü w ñëåäóåò èç íèæåïðèâîäèìîãî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Ñåìåéñòâî PG(W ) ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà W , èíâàðèàíòíûõ îò-

íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ çàäàííîé ãðóïïû G àâòîìîðôèçìîâ îáúåêòà W , çàìêíóòî îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèé è îáúåäèíåíèé ïîäîáúåêòîâ.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ 3.2.2 î÷åâèäíà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè èçîòîííîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè êëàññà ïîäîáúåêòîâ P(W ) îáúåêòà W

P(W )ω∗P(W ), wω∗ = w ◦ ω,

àññîöèèðîâàííîì ñ àâòîìîðôèçìîì WωW , îáðàçû ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ïîäîáú-

åêòîâ ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ ïåðåñå÷åíèåì è îáúåäèíåíèåì èõ îáðàçîâ. Ýòîò ôàêò
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ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ ω−1
∗ .

Ïðîâåðèì, ÷òî χ äåëèòñÿ íà ϕ .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ ϕ\u è ëþáîãî i èìååì ϕϕiwi = ϕv . Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ϕ

â u íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì ωi ∈ Gu òàêîé, ÷òî v = ψiwiωi . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå

v â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî è èñïîëüçóÿ íîðìàëüíîñòü χi â u , íàéäåì àâòîìîðôèçì γi ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó γiwi = wiωi . Çíà÷èò v = ψiγiwi , ò. å. v ≤ wi , ïðè âñåõ i .

Ñëåäîâàòåëüíî, v ≤ w è v = ψw . Èç ðàâåíñòâ

χw = u = ϕv = ϕψw

çàêëþ÷àåì, ÷òî χ = ϕψ .

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2.2 â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåñå÷åíèé â îðäèíàëå Pu(W )

åãî ïîäêëàññ PGu (W ) ïðè G = Gu îáðàçóåò ñèñòåìó çàìûêàíèé è íîðìàëèçàöèÿ ëþáîãî

ëåâîãî äåëèòåëÿ AϕB ìîðôèçìà AuW â u çàäàåòñÿ êàê χ ∈ u\w , ãäå w � çàìûêàíèå

ïðîèçâîëüíîãî ïîäîáúåêòà w ∈ ϕ\u â óêàçàííîé ñèñòåìå çàìûêàíèé.

Ïîäîáúåêòû CwW è Cw′W íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè w′ = wω, ω ∈ AutW , è

G-ñîïðÿæåííûìè, åñëè ω ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå G ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ AutW .

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3. Åñëè êðàòíûé AϕB ìîðôèçì AχC íîðìàëåí â AuW , òî ëþáîé

ìîðôèçì v ∈ ϕ\u äåëèòñÿ íà êàæäûé ìîðôèçì w ∈ χ\u.

Ïóñòü ψ ∈ ϕ\χ . Òîãäà u = ϕv = ϕψw è ïî ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u èìååì v = ψwω ñ

ω ∈ Gu . Â ñèëó íîðìàëüíîñòè χ â u ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì γ òàêîé, ÷òî wω = γw .

Ïîýòîìó v = ψγw .

Ñëåäñòâèå 3.2.4. Ïîäîáúåêò w ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäîáúåêòîâ v ∈ ϕ\u, êî-

òîðûå â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u ñîïðÿæåíû äðóã ê äðóãó.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.5. Îáúåäèíåíèå w âñåõ ïîäîáúåêòîâ v ∈ ϕ\u îïðåäåëÿåò ìîðôèçìû

χ ∈ u\w , íîðìàëüíûå â u.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1.3 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäîáúåêò w Gu -èíâàðèàíòåí.

Òàê êàê âñå ïîäîáúåêòû v ∈ ϕ\u Gu -ñîïðÿæåíû, w = ∪ω′∈Gu vω′ è äëÿ ëþáîãî ω ∈ Gu
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èìååì

wω∗ = ∪ω′∈Gu (vω′)ω∗ = w.

Òåîðåìà 3.2.6. Íîðìàëèçàöèÿ â ìîðôèçìå AuW åãî ïðîèçâîëüíîãî ëåâîãî äåëèòåëÿ ñó-

ùåñòâóåò, åñëè Pu (W ) ïîëíàÿ ðåøåòêà îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé.

Ê ñîîòíîøåíèþ òåîðåì 3.2.1 è 3.2.6 çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó îðäèíàë Pu (W ) èìååò

íàèìåíüøèé ýëåìåíò u è íàèáîëüøèé ýëåìåíò 1W , ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ íåãî ýêâèâà-

ëåíòíû:

(i) Pu (W ) � ïîëíàÿ ðåøåòêà ïî ïåðåñå÷åíèÿì;

(ii) Pu (W ) � ïîëíàÿ ðåøåòêà ïî îáúåäèíåíèÿì;

(iii) Pu (W ) � ïîëíàÿ ðåøåòêà.

Â ñëó÷àå, êîãäà îðäèíàë Pu (W ) � êîíå÷íûé (â ÷àñòíîñòè, åñëè êîíå÷íà èçîòðîïíàÿ

ãðóïïà Gu ), ñëîâî "ïîëíàÿ“ íå íåñåò íàãðóçêè.

3.3 Îá îäíîì ïðèìåíåíèè íîðìàëèçàöèé

Óêàæåì îäíî ïðèìåíåíèå íîðìàëèçàöèé.

Òåîðåìà 3.3.1. Åñëè AχC � íîðìàëèçàöèÿ AϕB â AuW è ψ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

ϕ\χ, òî ñòåïåíü ñåïàðàáåëüíîñòè ìîðôèçìà ϕ â u ðàâíà èíäåêñó èçîòðîïíîé ãðóïïû

Gψ â èçîòðîïíîé ãðóïïå Gχ : sepu ϕ = (Gχ : Gψ)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíü ñåïàðàáåëüíîñòè ϕ â u ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ëåâûõ

÷àñòíûõ ϕ\u . Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ìîðôèçì w ∈ χ\u . Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ϕ â u

äëÿ ëþáîãî v ∈ ϕ\u ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì w ∈ Gu òàêîé, ÷òî v = ψwω . Ìîðôèçì

w ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ω â ñèëó íîðìàëüíîñòè χ â u , òàê ÷òî wω = γw ñ γ ∈ AutC . Ïî-

ýòîìó ìíîæåñòâî ϕ\u èñ÷åðïûâàåòñÿ ìîðôèçìàìè ψγw , ãäå âñëåäñòâèå ìîíîìîðôíîñòè

wγ ∈ Gχ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàííûå êîìïîçèöèè áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû γ ïðîáåãàëî ìíîæåñòâî ëåâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè Gψ\Gχ .
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Ñëåäñòâèå 3.3.2. Ñòåïåíü ñåïàðàáåëüíîñòè íîðìàëüíîãî ìîðôèçìà ðàâíà ìîùíîñòè åãî

èçîòðîïíîé ãðóïïû.

Êîíñòðóêöèÿ íîðìàëèçàöèè ïîëåçíà è â äâîéñòâåííîé ñèòóàöèè, êîãäà âìåñòî ìîíî-

ìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ýïèìîðôèçìû êàòåãîðèè.



Ãëàâà 4

Appendix 1. Î åäèíñòâåííîñòè

íåñîêðàòèìîãî ðàçëîæåíèÿ îáúåêòà íà

íåðàçëîæèìûå ñîñòàâëÿþùèå

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò � îñíîâíàÿ òåîðåìà ïàð. 6 î åäèíñòâåííîñòè íåñîêðàòèìîãî ðàçëîæåíèÿ

îáúåêòà â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ â êàòåãîðèè ñ íóëå-

âûìè ìîðôèçìàìè ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ è ñëåäñòâèå èç íåå, îõâàòû-

âàþùèå íå òîëüêî ñëó÷àé ïðÿìîé ñóììû ïîäîáúåêòîâ è èçîìîðôèçìà ñîîòâåòñòâóþùèõ

íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò (ïàð. 7), íî è èçîãåíèþ îáúåêòà ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòûõ ïîäîáú-

åêòîâ, êàê â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ([42], òåîðåìà Ïóàíêàðå î ïîëíîé ïðèâîäèìîñòè

è ñëåäñòâèÿ èç íåå).

4.1 Ðåøåòêà ïîäîáúåêòîâ

Ìîðôèçì èç îáúåêòà X â îáúåêò Y áóäåì îáîçíà÷àòü XϕY , à êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ

XϕY è Y ψZ � ϕ ◦ ψ . Åñëè χ = ϕ ◦ ψ , òî áóäåì ãîâîðèòü,÷òî χ äåëèòñÿ èà ϕ ñëåâà è íà

ψ ñïðàâà.

Ïîä ïîäîáúåêòîì (KκX] ïîäðàçóìåâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîíîìîðôèçìà KκX ,
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ïîä ôàêòîðîáúåêòîì [XµM) � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýïèìîðôèçìà XµM . Êëàññû âñåõ

ïîäîáúåêòîâ P(X) (è ñîîòâåòñòâåííî ôàêòîðîáúåêòîâ Q(X)) îáúåêòà X ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åíû ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà

(KκX] ≤ (LλX]⇔ κ = ρ ◦ λ.

Â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ êëàññàõ P(X) è Q(X) ñóùåñòâóþò íàèáîëüøèå ýëåìåí-

òû � òîòàëüíûé ïîäîáúåêò è, ñîîòâåòñòâåííî, ôàêòîðîáúåêò, çàäàâàåìûå òîæäåñòâåííûì

ìîðôèçìîì X1XX .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X � îáúåêò ñ êîíå÷íûìè (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíûìè) îáúåäèíå-

íèÿìè è (èëè) ïåðåñå÷åíèÿìè ïîäîáúåêòîâ, åñëè P(X) � ðåøåòêà ïî êîíå÷íûì (ñîîòâåò.,

ëþáûì) îáúåäèíåíèÿì è (èëè) ïåðåñå÷åíèÿì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáúåêò ñ êîíå÷-

íûìè (ñîîòâåò., ïîëíûìè) îáúåäèíåíèÿìè è (èëè) ïåðåñå÷åíèÿìè ôàêòîðîáúåêòîâ.

Ñêâîçíîé ìîðôèçì êîàìàëüãàìû (ò. å. ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ñåìåéñòâà ïîäîáú-

åêòîâ (KiκiX], i ∈ I çàäàåò èõ ïåðåñå÷åíèå. Ïîýòîìó â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè (ñîîòâ.,

ïðîèçâîëüíûìè) êîàìàëüãàìàìè ëþáîé îáúåêò X ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñ êîíå÷íûìè (ñî-

îòâ., ïðîèçâîëüíûìè) ïåðåñå÷åíèÿìè. Áîëåå òîãî, â êàòåãîðèè ñ êîàìàëüãàìàìè äëÿ âñÿ-

êîãî îáúåêòà X ðåøåòêà P(X) � ïîëíàÿ. Ýòî ïðîñòîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 6 íà ñ. 20 [6].

Îáðàç ïîäîáúåêòà (κ] îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà XϕY åñòü íàèìåíüøèé äåëÿùèé κ ◦ ϕ

ïîäîáúåêò LλY , îáîçíà÷èì åãî (κ]ϕP . Åñëè îí ñóùåñòâóåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäîáúåêòà

(κ](â ÷àñòíîñòè, â êàòåãîðèè ñ êîàìàëüãàìàìè), îïðåäåëåíî èçîòîííîå îòîáðàæåíèå îáðàçà

P(X)ϕPP(Y ) . Â ýòîì ñëó÷àå êîððåêòíî îïðåäåëåí ½ôóíêòîð ïîäîáúåêòîâ“ P , ñîïîñòàâëÿ-

þùèé îáúåêòó X åãî êëàññ ïîäîáúåêòîâ P(X) , à ìîðôèçìó XϕY � îòîáðàæåíèå îáðàçà

Pϕ .

Îáðàç òîòàëüíîãî ïîäîáúåêòà (1X ] îòíîñèòåëüíî XϕY íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìîðôèçìà

ϕ . Ìîðôèçì ñ òîòàëüíûì îáðàçîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì. Ýêâèâàëåíòíî, ïðîñòûì íàçûâà-

åòñÿ ìîðôèçì, ëþáîé ïðàâûé ìîíîìîðôíûé äåëèòåëü êîòîðîãî � èçîìîðôèçì. Î÷åâèäíî,

ïðàâûé äåëèòåëü ïðîñòîãî ìîðôèçìà � ïðîñòîé ìîðôèçì.

Ìîðôèçì β íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ê îáðàçó (λ] ïîäîáúåêòà (κ] îòíîñèòåëüíî
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ìîðôèçìà ϕ , åñëè β ◦ λ = κϕ . Äîïîëíèòåëüíûé ìîðôèçì ê îáðàçó îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî è âñåãäà ïðîñòîé. Áîëåå òîãî, â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè:

(à) äîïîëíèòåëüíûé ìîðôèçì äåëèòñÿ íà ëþáîé ïðîñòîé ìîðôèçì, äåëÿùèé κ◦ϕ ñëåâà;

(á) åñëè β ◦ λ = κϕ , ãäå β � ïðîñòîé ìîðôèçì, à λ � ìîíîìîðôèçì, òî ïîäîáúåêò (λ]

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîäîáúåêòà (κ] îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ .

Ïðîîáðàç ïîäîáúåêòà LλY îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà XϕY åñòü íàèáîëüøèé èç ïîä-

îáúåêòîâ KκX , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó β ◦ λ = κϕ ïðè íåêîòîðîì ìîðôèçìå β , îí

îáîçíà÷àåòñÿ (λ]ϕP . Åñëè (κ, β) � êîàìàëüãàìà ïàðû (ϕ, λ) , òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

(κ] áóäåò ïðîîáðàçîì ïîäîáúåêòà (λ] îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ .

Åñëè ïðîîáðàçû ïîäîáúåêòîâ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà XϕY ñóùåñòâóþò (â ÷àñòíîñòè,

â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè), îïðåäåëåíî èçîòîííîå îòîáðàæåíèå ïðîîáðàçà

P(Y )ϕPP(X) . Ïðè ýòîì ñîïîñòàâëåíèÿ X 7→ P(X), ϕ 7→ ϕP îïðåäåëÿþò ôóíêòîð ïðîîá-

ðàçà P∗ .

Ïðîñòîé ìîðôèçì LλY íàçûâàåòñë óíèâåðñàëüíî ïðîñòûì, åñëè ïðè ëþáîì ìîðôèç-

ìå XϕY ìîðôèçì KκX èç ïàðû (κ, β) , çàäàþùåé êîàìàëüãàìó ïàðû (ϕ, λ) , ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì. Ïðè ýòîì è λ � óíèâåðñàëüíî ïðîñòîé ìîðôèçì.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.1. (à) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîðôèçìà XϕY è ïîäîáúåêòîâ (κ] ∈ X è

(λ] ∈ Y ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(κ]ϕPϕ
P ≥ (κ], (λ] ≥ (λ]ϕPϕP.

(á) Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè

(ν]ϕPϕ
P = (κ], åñëè ϕ � ìîíîìîðôèçì;

(ν]ϕPϕ
P = (ν], åñëè ϕ � óíèâåðñàëüíî ïðîñòîé ìîðôèçì.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.2. Ïóñòü (KiκiX], i ∈ I � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ, XϕY

� ìîðôèçì, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ïðîîáðàçà ϕP , (LiλiY ] � îáðàç ïîäîáú-

åêòà (κi] îòíîñèòåëüíî ϕ, KκX � îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ (KiκiX], i ∈ I .

Òîãäà îáðàç ïîäîáúåêòà (κ] îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ ñóùåñòâóåò, åñëè è òîëüêî åñëè
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ñóùåñòâóåò îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ (λi], i ∈ I , ïðè ýòîì îíè ñîâïàäàþò.

(Ñð. [70], ñ. 72).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (LλY ] � îáðàç ïîäîáúåêòà (κ] . Èç ñîîòíîøåíèé κi ≤ κ ñëåäóåò,

÷òî λi ≤ λ . Ðàññìîòðèì ïîäîáúåêò (L′λ′Y ] , ñîäåðæàùèé âñå (λi], i ∈ I . Âîçüìåì åãî

ïðîîáðàç (κ′] îòíîñèòåëüíî ϕ . Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1 è èçîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ

ïðîîáðàçà èìååì (κi] ≤ (κ′] ïðè âñåõ i ∈ I . Ïîýòîìó (κ] ≤ (κ′] è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 4.1.1 è èçîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ îáðàçà ïîëó÷àåì, ÷òî (λ] ≤ λ′] . Òàêèì

îáðàçîì, (λ] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà îáúåêòîâ (λi], i ∈ I .

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (λ] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà îáúåêòîâ (λi], i ∈ I

è (κ′] = (λ]ϕP . Òîãäà, êàê è âûøå (κ] ≤ (κ′] , ïîýòîìó κ ◦ ϕ äåëèòñÿ íà λ . Ïóñòü L′λ′Y �

ïðîèçâîëüíüé ìîíîìîðôèçì, äåëÿùèé κ ◦ ϕ . Òîãäà âñå κi ◦ ϕ, i ∈ I äåëÿòñÿ íà λ′ . Çíà÷èò

(λi] ≤ (λ′] ïðè âñåõ i ∈ I . Ñëåäîâàòåëüíî, (λ] ≤ (λ′] , òî åñòü (λ] = (κ]ϕP .

Ñëåäñòâèå 4.1.3. Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè îáðàç îáúåäèíåíèÿ ñåìåé-

ñòâà ïîäîáúåêòîâ è îáúåäèíåíèå îáðàçîâ ýòèõ ïîäîáúåêòîâ ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî è

ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ìîðôèçìîâ (σ, ϕ) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçóåìîé

(ñì. [47] èëè [70]), åñëè

κ ◦ ϕ = σ ◦ λ ⇒ ∃µ| σ ◦ µ = κ, µ ◦ ϕ = λ.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.4. Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè ëþáàÿ ïàðà (σ, ϕ), ñî-

ñòîÿùàÿ èç ïðîñòîãî ìîðôèçìà σ è ìîíîìîðôèçìà ϕ, äèàãîíàëèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ ◦ ϕ = σ ◦ λ è (λ̃, ϕ̃) � êîàìàëüãàìà ïàðû (ϕ, λ) . Îòìåòèì, ÷òî

ϕ̃ � ìîíîìîðôèçì. Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ρ òàêîé, ÷òî ρ ◦ λ̃ = κ, ρ ◦ ϕ̃ = σ . Òàê êàê σ

� ïðîñòîé ìîðôèçì, èç ìîíîìîðôíîñòè ϕ̃ ñëåäóåò åãî èçîìîðôíîñòü. Âçÿâ µ = ϕ̃−1 ◦ λ̃ ,

áóäåì èìåòü σ ◦ µ = ρ ◦ λ = κ, µ ◦ ϕ = ϕ̃−1 ◦ λ̃ ◦ ϕ = λ .
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4.2 Íåñîêðàòèìîå ðàçëîæåíèå îáúåêòà â îáúåäèíåíèå

êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ïîäîáúåêò (ξ] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè

(ξ] = (ζ] ∪ (η] ⇒ (ξ] = (ζ] ∨ (ξ] = (η].

Îáúåêò íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî òîòàëüíûé ïîäîáúåêò íåïðèâîäèì.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Îáúåêò X íàçûâàåòñÿ îáúåêòîì êîíå÷íîé (êî)ãëóáèíû èëè (êî)àð-

òèíîâûì, åñëè â ðåøåòêå P(X) (ñîîòâ., Q(X)) íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé

öåïè ïîäîáúåêòîâ (ñîîòâ., ôàêòîðîáúåêòîâ)

ξ1 > ξ2 > ... > ξs > ...

Îáúåêò X íàçûâàåòñÿ îáúåêòîì êîíå÷íîé (êî)âûñîòû èëè (êî)íåòåðîâûì, åñëè â P(X)

(ñîîòâ., Q(X)) íåò áåñêîíå÷íîé âîçðàñòàþùåé öåïè ïîäîáúåêòîâ (ñîîòâ., ôàêòîðîáúåêòîâ)

ξ1 < ξ2 < ... < ξs < ...

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Ðàçëîæåíèå

(ξ] = ∪i∈I(ξi]

ïîäîáúåêòà (ξ] â îáúåäèíåíèå ïîäîáúåêòîâ (ξi], i ∈ I íàçûçàåòñÿ íåñîêðàòèìûì, åñëè

(ξ] 6= ∪i6=j(ξi] äëÿ ëþáîãî j ∈ I .

Ïðåäëîæåíèå 4.2.1. Âñÿêèé àðòèíîâ îáúåêò X îáëàäàåò íåñîêðàòèìûì ðàçëîæåíèåì

â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû â êàæäîì ðàçëîæåíèè (ξ] = ∪ni=1(ξi] îáúåêòà â îáúåäèíåíèå

êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ ïîäîáúåêòîâ ñóùåñòâîâàë ïðèâîäèìûé ïîäîáúåêò, òî êàê íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, îáúåêò X îáëàäàë áû áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé öåïüþ ïîäîáúåêòîâ.

Âñÿêîå ðàçëîæåíèå â îáúåäèíåíèå ïîäîáúåêòîâ ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåñîêðàòèìîå, åñ-

ëè îòáðîñèòü âñå "ëèøíèå"ïîäîáúåêòû, òî åñòü òàêèå, ìàíêèðîâàíèå êîòîðûõ íå ìåíÿåò

ðåçóëüòàòà îáúåäèíåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 4.2.2. Åñëè X � îáúåêò ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäîáúåêòîâ è

X = ∪i∈I(ξi] = ∪j∈J(ξj]

íåñîêðàòèìûå ðàçëîæåíèÿ îáúåêòà X â îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ, òî ñó-

ùåñòâóåò áèåêöèÿ IσJ òàêàÿ, ÷òî ïîäîáúåêòû (ξi] è (ηiσ] ñîâïàäàþò ïðè âñåõ i ∈ I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè ðåøåòêè P(X) èìååì

(ξi] = (ξi] ∩ (∪j∈J(ξj]) = ∪j∈J((ξi] ∩ (ηj])

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ I . Èç íåïðèâîäèìîñòè ïîäîáúåêòà (ξi] ñëåäóåò, ÷òî (ξi] = (ξi]∩ (ηj]

äëÿ íåêîòîðîãî j = iσ èç J . Ïîýòîìó (ξi] ≤ (ηiσ] . Àíàëîãè÷íî íàéäåòñÿ èíäåêñ i′ ∈ I

òàêîé, ÷òî (ηiσ] ≤ (ξi′ ] Ïî òðàíçèòèâíîñòè (ξi] ≤ (ξi′ ] . Îòñþäà âñëåäñòâèå íåñîêðàòèìîñòè

ðàçëîæåèèÿ ∪i∈I(ξi] äîëæíî áûòü i = i′ è (ξi] = (ηiσ] . Ïîëó÷åííîå ñîïîñòàâëåíèå i 7→ iσ

îïðåäåëÿåò íóæíóþ áèåêöèþ.

4.3 Ðàâíîìåðíûå ìîðôèçìû

Â êàòåãîðèè ñ íóëåâûìè ìîðôèçìàìè X0XY Y äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X êëàññû ïîäîáúåêòîâ

P(X) è ôàêòîðîáúåêòîâ Q(X) èìåþò íàèìåíüøèå ýëåìåíòû: íóëåâîé ïîäîáúåêò (0OX ] è

íóëåâîé ôàêòîðîáúåêò (0XO] , ãäå O â èíäåêñå îçíà÷àåò íóëåâîé îáúåêò.

Ïîä ÿäðîì kerϕ ìîðôèçìà XϕY ïîíèìàåòñÿ êàê ìîíîìîðôèçì KκX , îáíóëèâàþùèé

ϕ ñëåâà (òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ κ◦ϕ = 0KX ) è äåëÿùèé âñÿêèé ìîðôèçì, îáíó-

ëèâàþùèé ϕ ñëåâà, òàê è êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî ìîíîìîðôèçìà, ò. å. ïîäîáúåêò (κ]

îáúåêòà X . ßäðî ìîðôèçìà XϕY � íàèáîëüøèé ïîäîáúåêò îáúåêòà X , èìåþùèé íóëåâîé

îáðàç îòíîñèòåëüíî ϕ . ßäðî ïðîèçâîëüíîãî ìîíîìîðôèçìà XϕY ñóùåñòâóåò è òðèâèàëüíî

(òî åñòü ðàâíî íóëåâîìó ïîäîáúåêòó (0OX ]). Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè ñó-

ùåñòâóåò ÿäðî ëþáîãî ìîðôèçìà XϕY , èì ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàç íóëåâîãî ïîäîáúåêòà (0OX ]

îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ .

Äâîéñòâåííî, ïîä êîÿäðîì cokerϕ ìîðôèçìà XϕY ïîíèìàåòñÿ è ôàêòîðîáúåêò îáúåê-

òà Y , è ëþáîé ïðåäñòàâëÿþùèé åãî ýïèìîðôèçì. Êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êîÿäðî
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ïðîèçâîëüíîãî ïîäîáúåêòà, ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ïî

ýòîìó ïîäîáúåêòó. Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè àìàëüãàìàìè ñóùåñòâóþò ôàêòîðèçàöèè ïî

âñåì ïîäîáúåêòàì.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü Y ψZ êîÿäðà ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà XϕY

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ýïèìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýïèìîðôíîñòü ψ òðåáóåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ êîÿäðà. Åñëè ψ = ψ′◦η , ãäå

η � ìîíîìîðôèçì> òî ϕ ◦ ψ′ = 0 , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìîðôèçì η′ òàêîé, ÷òî ψ′ = ψ ◦ η′ .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ñîêðàùåíèÿ íà ýïèìîðôèçì ψ ñïðàâà ïîëó÷àåì η′ ◦ η = 1 . Îòñþäà

â ñèëó ìîíîìîðôíîñòè η èìååì òàêæå η ◦ η′ = 1 . Òàêèì îáðàçîì, η � èçîìîðôèçì è,

ñëåäîâàòåëüíî, ψ � ïðîñòîé ìîðôèçì.

Îòîáðàæåíèÿ ÿäðà è êîÿäðà àíòèèçîòîííû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

χ = ϕ ◦ ψ ⇒ kerϕ ≤ ker ξ, cokerψ ≤ cokerχ.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà XϕY

(à). ker cokerϕ äåëèò ϕ ñïðàâà, coker kerϕ äåëèò ϕ ñëåâà;

(á). coker ker coker = coker, ker coker ker = ker .

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ìîíîìîðôèçì KκX è ïîäîáúåêò (κ] íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè,

åñëè cokerκ ñóùåñòâóåò è ker cokerκ = κ . Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ êîíîðìàëüíûå ýïè-

ìîðôèçì è ôàêòîðîáúåêò. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.3.2 (êî)ÿäðî ëþáîãî ìîðôèçìà ÿâëÿ-

åòñÿ (êî)íîðìàëüíûì ïîäîáúåêòîì (ñîîòâ., ôàêòîðîáúåêòîì) ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ

åãî êîÿäðà (ñîîòâ., ÿäðà).

Îòîáðàæåíèÿ ÿäðà è êîÿäðà çàäàþò âçàèìíî îáðàòíûå áèåêöèè ìåæäó êëàññàìè P0(X)

íîðìàëüíûõ ïîäîáúåêòîâ è Q0(X) êîíîðìàëüíûõ ôàêòîðîáúåêòîâ îáúåêòà X . Íà áèåê-

öèè ìåæäó P0(X) è Q0(X) îñíîâàí, òàê íàçûâàåìûé, âòîðîé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè

(ñì. [8] äëÿ ñëó÷àÿ àáåëåâûõ êàòåãîðèé). Ïðè äåéñòâèè âòîðîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè

ñîâïàäàþò ïîíÿòèÿ êîàðòèíîâîñòè ñ íåòåðîâîñòüþ è êîíåòåðîâîñòè ñ àðòèíîâîñòüþ.
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Ïðîîáðàç íîðìàëüíîãî ïîäîáúåêòà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì ïîäîáúåêòîì. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îáðàçà íîðìàëüíîãî ïîäîáúåêòà

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà íåâåðíî, îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåì

ïàðàãðàôå, îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíîìåðíûìè ìîðôèçìàìè ôàêòîðèçàöèé

ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Ìîðôèçì XϕY íàçûâàåòñÿ (ðåøåòî÷íî) ðàâíîìåðíûì ïî äàííîìó

ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà X , åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäîáúåêòà KκX èç ýòîãî ñåìåé-

ñòâà ïðîîáðàç îáðàçà îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ ñóùåñòâóåò è ðàâåí îáúåäèíåíèþ ýòîãî

ïîäîáúåêòà ñ ÿäðîì ìîðôèçìà ϕ .

Ìîðôèçì XϕY íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, åñëè îí ðàâíîìåðåí ïî ñåìåéñòâó P(X) âñåõ

ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà X .

Ëþáîé ìîíîìîðôèçì XϕY ðàâíîìåðåí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ïîä-

îáúåêòîâ îáúåêòà X â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1 (á) è òðèâèàëüíîñòè ÿäðà ìîíîìîðôèçìà.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.3. (à). Åñëè êîìïîçèöèÿ χ ìîðôèçìà XϕY è èçîìîðôèçìà ψ ðàâíî-

ìåðíà ïî íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà X , òî è ϕ ðàâíîìåðåí ïî ýòîìó

ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ.

(á). Êîìïîçèöèÿ χ ìîíîìîðôèçìà XϕY è ðàâíîìåðíîãî ïî ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ

M îáúåêòà Y ìîðôèçìà ψ ðàâíîìåðíà ïî ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ N îáúåêòà X , îáðàçû

êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ϕ ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó M, åñëè ðåøåòêà P(Y ) ìîäóëÿðíà

(ñì. [16]).

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.1.1 (á), ïðèìåíåííîìó ê ìîíîìîðôèçìó ϕ ,

è ôóíêòîðèàëüíîñòè P è P∗ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäîáúåêòà (κ] èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà

ïîäîáúåêòà îáúåêòà X ïîëó÷àåì

(κ]ϕPϕ
P = (κ]ϕPψPψ

PϕP = (κ]χPχ
P = (κ] ∪ kerχ = (κ] ∪ kerϕ.

(á) Îïÿòü â ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè îòîáðàæåíèé îáðàçà è ïðîîáðàçà, à òàêæå óñëîâèÿ
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ðàâíîìåðíîñòè ìîðôèçìà ψ ïî M äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäîáúåêòà κ èç N èìååì

(κ]χPχ
P = (κ]ϕPψPψ

PϕP = ((κ]ϕP ∪ kerψ)ϕP.

Ïîñêîëüêó ϕ � ìîíîìîðôèçì, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî

((κ]ϕP ∪ kerψ) ∩ (ϕ])ϕP,

êîòîðîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ìîäóëÿðíîñòè ðåøåòêè P(Y ) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

((κ]ϕP ∪ ((kerψ) ∩ (ϕ]))ϕP.

Îïÿòü èç-çà ìîíîìîðôíîñòè ϕ â ñèëó ïðåäëîæåíèé 4.1.1 è 4.1.2, ïîëó÷àåì

((κ]ϕP ∪ (kerψ)ϕP)ϕP = ((κ] ∪ kerψ)ϕPϕ
P = (κ] ∪ kerχ.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ, ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ,

äëÿ ìîíîìîðôèçìà ϕ îòîáðàæåíèå ïðîîáðàçà îïðåäåëåíî â ñèëó òîãî, ÷òî P(Y ) � ðåøåòêà

(â ÷àñòíîñòè, ïî ïåðåñå÷åíèÿì). Âî-âòîðûõ, åñëè M = P(Y ) , òî, î÷åâèäíî, N = P(X) .

Ïðåäëîæåíèå 4.3.4. Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè îáðàç (LλY ] íåïðèâîäè-

ìîãî ïîäîáúåêòà (KκX] îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ìîðôèçìà XϕY íåïðèâîäèì, åñëè

ðåøåòêà P(X) ìîäóëÿðíà, à äîïîëíèòåëüíûé ìîðôèçì KτL, ïîä÷èíÿþùèéñÿ ðàâåíñòâó

τ ◦ λ = κ ◦ ϕ, óíèâåðñàëüíî ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (λ] = (α]∪ (β] äëÿ íåêîòîðûõ ïîäîáúåêòîâ (α] è (β]

îáúåêòà Y . Òîãäà (α′] ∪ (β′] = (1L] , ãäå (α′] = (α]λP , (β′] = (β]λP . Âçÿâ (α̃] = (α′]τP ,

(β̃] = (β′]τP , ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 4.1.1 è 4.1.2 è óñëîâèþ óíèâåðñàëüíîé ïðîñòîòû τ

áóäåì èìåòü

(α̃ ∪ β̃)τP = (α′τPτP ∪ β′τPτP = α′ ∪ β′ = (1L].

Òàê êàê ϕ � ðàâíîìåðíûé ìîðôèçì, à X � îáúåêò ñ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäîáúåêòîâ,

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.3.3 ìîðôèçìû κ ◦ ϕ = τ ◦ λ è, ñëåäîâàòåëüíî, τ ðàâíîìåðíû.
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Ïîñëåäíèé ìîðôèçì ê òîìó æå ïðîñòîé. Ïîýòîìó

(1K ] = (1L]τP = ((α̃] ∪ (β̃])τPτ
P = (α̃] ∪ (β̃] ∪ ker τ.

Ïîäîáúåêòû (α̃] è (β̃] , ÿâëÿÿñü ïðîîáðàçàìè ïîäîáúåêòîâ îòíîñèòåëüíî τ , ñîäåðæàò ÿäðî

ýòîãî ìîðôèçìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì (α̃] ∪ (β̃] = (1K ] . Ââèäó íåïðèâîäèìîñòè ïîä-

îáúåêòà KκX , ëèáî α̃ = 1K , ëèáî β̃ = 1K . Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

ìîðôèçìîâ α′, β′ äåëèò ïðîñòîé ìîðôèçì τ , ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.5. Ïóñòü X = ∪i∈I(ξi] � íåñîêðàòèìîå ðàçëîæåíèå îáúåêòà X â îáú-

åäèíåíèå ïîäîáúåêòîâ (ξi], XϕY � ðàâíîìåðíûé îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà âñåâîçìîæíûõ

îáúåäèíåíèé ïîäîáúåêòîâ (ξi] ìîðôèçì ñ ÿäðîì kerϕ = ∪i∈K(ξi], äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëå-

íî îòîáðàæåíèå îáðàòíîãî îáðàçà ϕP . Ïóñòü äàëåå ηi, i ∈ I � îáðàçû ïîäîáúåêòîâ ξi

îòíîñèòåëüíî ϕ. Òîãäà îáðàç (η] ìîðôèçìà ϕ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñîêðàòèìîãî

îáúåäèíåíèÿ ïîäîáúåêòîâ (ηi], i ∈ I −K .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïðåäåëåíî ϕP , ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.1.2

(η] = (1X ]ϕP = (∪i∈I(ξi])ϕP = ∪i∈I(ηi].

Çäåñü âñå (ηi] ðàâíû 0 ïðè i ∈ K , ïîòîìó ÷òî ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè îòíîñèòåëüíî ϕ òàêèõ

ïîäîáúåêòîâ, êîòîðûå ëåæàò â ÿäðå ýòîãî ìîðôèçìà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (η] = ∪i∈J (ηi] , ãäå J ⊂ I − K . Òîãäà (η] = (∪i∈J (ξi])ϕP è â ñèëó

ðàâíîìåðíîñòè ìîðôèçìà ϕ

(1X ] = (η]ϕP = (∪i∈J (ξi]) ∪ kerϕ = ∪i∈J∪K (ξi]

Òàê êàê èñõîäíîå ðàçëîæåíèå � íåñîêðàòèìîå, J ∪K = I . Òàêèì îáðàçîì, íåñîêðàòèìî è

ðàçëîæåíèå (η] = ∪i∈J(ηi] .

4.4 Íàñëåäóåìîñòü ñâîéñòâ

Ïóñòü X �ïðîèçâîëüíûé îáúåêò, M � ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà X , XϕY � íåêîòî-

ðûé ìîðôèçì, N � ñåìåéñòâî îáðàçîâ âñåõ ïîäîáúåêòîâ èç M îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ M , íàñëå-

äóåòñÿ ïðè ìîðôèçìå ϕ , åñëè ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ N òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1. Â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè ñëåäóþùàÿ ñîâîêóï-

íîñòü ñâîéñòâ ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ M îáúåêòà X íàñëåäóåòñÿ ïðè âñåõ ôàêòîðè-

çàöèÿõ îáúåêòà X ïî ïîäîáúåêòàì èç ñåìåéñòâà M.

(1) M çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ïîäîáúåêòîâ

îáúåêòà X .

(2) Ôàêòîðèçàöèÿ îáúåêòà X ïî êàæäîìó ïîäîáúåêòó èç ñåìåéñòâà M ñóùåñòâóåò

è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíî ïðîñòûì ìîðôèçìîì, ðàâíîìåðíûì ïî ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ

M.

(3) Ìîðôèçì, äîïîëíèòåëüíûé ê îáðàçó ëþáîãî ïîäîáúåêòà èç M îòíîñèòåëüíî ôàê-

òîðèçàöèè ïî ïðîèçâîëüíîìó ïîäîáúåêòó èç ñåìåéñòâà M, ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü RρX � ïðîèçâîëüíûé ïîäîáúåêò ñåìåéñòâà M , XϕρXρ � ôàêòî-

ðèçàöèÿ ïî íåìó, Nρ � ñåìåéñòâî îáðàçîâ ïîäîáúåêòîâ èç M îòíîñèòåëüíî ϕρ . Èõ ñóùå-

ñòâîâàíèå ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì (2). Ïðîâåðèì, ÷òî ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ Nρ , îáúåêòà

Xρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) � (3).

Òàê êàê M çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïðåäëîæåíèÿ

4.1.2 ñåìåéñòâî Nρ òàêæå áóäåò çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé. ×òîáû äîêàçàòü

íîðìàëüíîñòü îáðàçà KρκρXρ ïîäîáúåêòà KκX èç ñåìåéñòâà M îòíîñèòåëüíî ϕρ , íàäî

óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ôàêòîðèçàöèè ïî ïîäîáúåêòó κρ .

Äëÿ ôàêòîðèçàöèé ϕρ, ϕκ, ϕκ∪ρ ïî ïîäîáúåêòàì, ôèãóðèðóþùèì â èíäåêñå, ñóùåñòâó-

þò ìîðôèçìû ϕρκ∪ρ , ϕ
κ
κ∪ρ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

ϕκ∪ρ = ϕκ ◦ ϕκκ∪ρ = ϕρ ◦ ϕρκ∪ρ.

Ïðè ýòîì ϕρκ∪ρ � ôàêòîðèçàöèÿ ïî ïîäîáúåêòó κρ .

Äåéñòâèòåëüíî, äîïîëíèòåëüíûé ìîðôèçì δκρ ê îáðàçó κρ ïîäîáúåêòà κ îòíîñèòåëüíî

ôàêòîðèçàöèè ϕρ , ïîä÷èíÿþùèéñÿ ðàâåíñòâó δ
κ
ρ ◦κρ = κ◦ϕρ , ýïèìîðôåí ñîãëàñíî óñëîâèþ
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(3). Ïîýòîìó èç, ðàâåíñòâ

δκρ ◦ κρ ◦ ϕρκ∪ρ = κ ◦ ϕκ ◦ ϕκκ∪ρ = 0

ñëåäóåò, ÷òî κρ ◦ ϕρκ∪ρ = 0 .

Â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè ìîðôèçìà ϕρ ïî N èìååì

κ(ϕρ)ρ(ϕ
ρ)P = κρ(ϕρ)

P = κ ∪ ρ.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìîðôèçì γ , êîòîðûé â ïàðå ñ κ∪ ρ äàåò êîàìàëüãàìó ïàðû (ϕρ, κρ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕρ ◦ η = 0 . Òîãäà (κ ∪ ρ) ◦ ϕρ ◦ η = γ ◦ κρ = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕρ ◦ η = ϕκ∪ρ ◦ ζ äëÿ ïîäõîäÿùåãî ìîðôèçìà ζ . Ïîäñòàâëÿÿ ϕκ∪ρ = ϕρ ◦ ϕρκ∪ρ è ñîêðàùàÿ

íà ýïèìîðôèçì ϕρ , ïîëó÷àåì η = ϕρκ∪ρ ◦ ζ . Òàêèì îáðàçîì, ϕρκ∪ρ � ôàêòîðèçàöèÿ ïî

ïîäîáúåêòó κρ .

Çàìåòèì, ÷òî ϕρκ∪ρ , ÿâëÿÿñü ïðàâûì äåëèòåëåì óíèâåðñàëüíî ïðîñòîãî ìîðôèçìà ϕκ∪ρ ,

ñàì óíèâåðñàëüíî ïðîñò. Òàê ÷òî äëÿ ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà íàñëåäñòâåííîñòè ñâîéñòâà

(2) îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðàâíîìåðíîñòü ôàêòîðèçàöèè ϕρκ∪ρ ïî ñåìåéñòâó ïîäîáúåêòîâ Nρ .

×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî íàñëåäóåìîñòè ñâîéñòâà (1), îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî

ïîäîáúåêò κρ íîðìàëåí, òî åñòü äîêàçàòü ðàâåíñòâî κρ = kerϕρκ∪ρ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν ′ ◦ ϕρκ∪ρ = 0 è ðàññìîòðèì êîàìàëüãàìó (κ′, ϕ′) ïàðû ìîðôèçìîâ

(ϕρ, ν
′) . Ïîñêîëüêó κ′ ◦ ϕκ∪ρ = ϕ′ ◦ ν ′ ◦ ϕρκ∪ρ = 0 è ϕκ∪ρ � ôàêòîðèçàöèÿ ïî íîðìàëüíîìó

ïîäîáúåêòó κ ∪ ρ (êîòîðûé, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ åãî ÿäðîì), ñóùåñòâóåò ìîðôèçì γ′

òàêîé, ÷òî κ′ = γ′ ◦ (κ ∪ ρ) .

Òàê êàê ϕ′ν ′ = γ′ ◦ (κ ∪ ρ) ◦ ϕρ , ãäå ϕ′ � ïðîñòîé ìîðôèçì (â ñèëó óíèâåðñàëüíîé

ïðîñòîòû ôàêòîðèçàöèè ϕρ ), à κρ � ìîíîìîðôèçì, ââèäó ñâîéñòâà äèàãîíàëèçóåìîñòè

ïàðû (ϕ′, κρ) ñóùåñòâóåò ìîðôèçì σ òàêîé, ÷òî σ ◦ κρ = ν ′ . Òåì ñàìûì κρ = kerϕρκ∪ρ è

íàñëåäñòâåííîñòü ñâîéñòâà (1) äîêàçàíà.

Ïðîâåðèì íàñëåäñòâåííîñòü óñëîâèÿ (3). Ïóñòü NνX � ïðîèçâîëüíûé ïîäîáúåêò ñå-

ìåéñòâà M , à νρ è νκ∪ρ � åãî îáðàçû îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèé ϕρ è ϕρ∪κ , ñîîòâåò-

ñòâåííî, à δνρ è δνρ∪κ � ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ïðîñòûå ýïèìîðôèçìû. Òàê êàê
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δνρ∪κ ◦ νρ∪κ = ν ◦ϕρ∪κ = δνρ ◦ νρ ◦ϕ
ρ
ρ∪κ â ñèëó ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîñòè äîïîëíèòåëüíîãî ïðî-

ñòîãî ìîðôèçìà δνρ∪κ ê îáðàçó â êàòåãîðèè ñ êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìàìè èìååì δνρ∪κ = δνρ ◦δ′

äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà δ′ , êîòîðûé, áóäó÷è ïðàâûì äåëèòåëåì ïðîñòîãî ýïèìîðôèçìà

δνρ∪κ ñàì ïðîñò è ýïèìîðôåí. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ïðåäûäóùåå è ñîêðàùàÿ

íà ýïèìîðôèçì δνρ ñïðàâà, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî δ′ ◦ νρ ∪ κ = νρ ◦ ϕρρ∪κ , ãäå δ′ � ïðîñòîé

ìîðôèçì, à νρ∪κ � ìîíîìîðôèçì. Çíà÷èò νρ∪κ � îáðàç νρ îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà ϕ
ρ
ρ∪κ ñ

äîïîëíèòåëüíûì ïðîñòûì ýïèìîðôèçìîì δ′ .

Îñòàëîñü çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîñòè ìîðôèçìà ϕρκ∪ρ îòíîñèòåëüíî ñå-

ìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ Nρ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäîáúåêòà νρ èç Nρ èìååì

νρ ◦ (ϕρκ∪]rho)P ◦ (νρκ∪ρ)
P = ν ◦ (ϕρ)P(ϕρκ∪ρ)P ◦ (ϕρκ∪ρ)

P ◦ (ϕρ)
P ◦ (ϕρ)P,

ïîòîìó ÷òî (ϕρ)
P ◦ (ϕρ)P = 1 â ñèëó óíèâåðñàëüíîé ïðîñòîòû ìîðôèçìà ϕρ . Èñïîëüçóÿ

ôóíêòîðèàëüíîñòü îòîáðàæåíèé îáðàçà è ïðîîáðàçà è ðàâíîìåðíîñòü ìîðôèçìà ϕκ∪ρ , ïî-

ñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì ê âèäó (ν ∪κ∪ ρ) ◦ (ϕρ)P , êîòîðîå ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ

4.1.2 ðàâíî νρ ∪ κρ . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

4.5 Êîìáèíàòîðíîå óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå 4.5.1. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, T � ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ aij ìàòðèöû A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäîâëåòâîðÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(à) äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòðîê i1, i2, ..., in−1 íàéäóòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

ñòîëáöû j1, j2, ..., jn−1 òàêèå, ÷òî aikjk ∈ T ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ n− 1;

(á) â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû åñòü ýëåìåíò ñî çíà÷åíèåì èç T .

Òîãäà

(â) ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ äëèíû n òàêàÿ, ÷òî ak(kσ) ∈ T ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (à) � (â) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-

íî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ
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äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû C , ïîëó÷àåìîé èç A òàêîé ïåðåñòàíîâêîé.

Òàê êàê ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (à), íàéäóòñÿ ýëåìåíòû arjr ∈ T ïðè âñåõ

1 ≤ r ≤ n− 1 ñ jr 6= js , åñëè r 6= s . Ñîãëàñíî (á) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò aijn ∈ E , ãäå jn 6= jr

ïðè âñåõ 1 ≤ r ≤ n− 1 . Åñëè i = n , ïîäñòàíîâêà σ òàêàÿ, ÷òî rσ = jr, 1 ≤ r ≤ n è áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (â).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî i < n . Èç óñëîâèÿ (à) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò

anj ∈ T , ïðè÷åì ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî j 6= jn . Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè

j�òûé ñòîëáåö ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà èç T : êðîìå anj åùå anjr ñ r ≤ n− 1, jr 6= j . Åñëè

j = ji , ïîäñòàíîâêà σ , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè

rσ = jr (1 ≤ r ≤ n− 1, r 6= i), iσ = jn, nσ = ji,

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (â). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî j 6= ji .

Ïåðåñòàâèì j�òûé ñòîëáåö íà ïåðâîå ìåñòî, à ji�òûé è jn�òûé ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå

T -çíà÷íûå ýëåìåíòû â i�òîé ñòðîêå, íà (n − 1)�îå è n�îå ìåñòà. Çàòåì ïåðåñòàíîâêîé

ñòðîê ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ïðèâåäåì ê âèäó C = (cij) ñ T -çíà÷íûìè ýëåìåíòàìè c11 , cnn

è c(r+1)r ïðè 1 ≤ r ≤ n− 1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bm ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà (m+1)×m ìàòðèöû Ñ, ñîñòàâëåííóþ èç åå

ïåðâûõ m+ 1 ñòðîê è ïåðâûõ m ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà B = B1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ:

(ã) ïðèñîåäèíåíèåì ê B ïðîèçâîëüíîãî ñòîëáöà, ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû îäèí T �çíà÷íûé

ýëåìåíò, ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (â).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è ìàòðèöà B = Bm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ã).

Ìàòðèöà C , ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ, óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (à). Ïîýòîìó äëÿ ñòðîê 1, 2, , , , , n − 1 ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ñòîëáöû j1, j2, ..., jn−1 òàê, ÷òî ckik T �çíà÷íû ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ n − 1 . Â

÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ T �çíà÷íûé ýëåìåíò crs , ñ r ≤ m+ 1 è s ≥ m+ 1 .

Ñëó÷àé 1: s ≤ n− 2 . Ïåðåñòàâèâ s�òûé ñòîëáåö ñ m+1�ûì ñòîëáöîì, çàòåì m+2�óþ

ñòðîêó, ñ s + 1�îé ñòðîêîé,ïîëó÷èì ìàòðèöó âèäà C , ó êîòîðîé óæå ïîäìàòðèöà Bm+1
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áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (ã). Ïðîâåðèì ýòî.

Ïðèñîåäèíèì ê ìàòðèöå Bm+1 (m + 2)�é ñòîëáåö ñ T �çíà÷íûì ýëåìåíòîì bt(m+2) .

Åñëè t = m + 2 , òàê êàê ìàòðèöà Bm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ã), íàéäåòñÿ ïîäñòàíîâêà

σ ïîðÿäêà m + 1 ñ T �çíà÷íûìè ýëåìåíòàìè ci(iσ) ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ m + 1 . Îïðåäåëèì

ïîäñòàíîâêó τ ïîðÿäêà m+ 2 , ïîëîæèâ iτ = iσ ïðè 1 ≤ i ≤ m+ 1 è (m+ 2)τ = m+ 2 .

Åñëè 1 ≤ t ≤ m + 1 , îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ìàòðèöà Bm óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (ã), íàéäåì ïîäñòàíîâêó σ ïîðÿäêà m + 1 òàêóþ, ÷òî ci(iσ) T �çíà÷íû ïðè 1 ≤

i ≤ m + 1 i 6= t è tσ = m + 2 . Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêó τ ïîðÿäêà m + 2 îïðåäåëèì

óñëîâèÿìè: iτ = iσ ïðè 1 ≤ i ≤ m+1 è (m+2)τ = m+1 . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî ïîñòðîåíèþ

ci(iτ) T �çíà÷íû ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ m + 2 . Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Bm+1 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (ã).

Óêàçàííûì ñïîñîáîì óâåëè÷èâàÿ ðàçìåðû ìàòðèöû B ïîêà èìååì äåëî ñî ñëó÷àåì 1,

ïðèäåì ê ñëó÷àþ 2.

Ñëó÷àé 2: s ≥ n−1 . Òàê êàê ìàòðèöà Bm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ã), íàéäåòñÿ ïîäñòà-

íîâêà τ ïîðÿäêà m+ 1 òàêàÿ, ÷òî ci(iτ) T �çíà÷íû ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ m+ 1 , i 6= r è rτ = s .

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó σ ïîðÿäêà n óñëîâèÿìè: iσ = iτ ïðè 1 ≤ i ≤ m + 1 è iσ = i− 1

ïðè m+ 2 ≤ i ≤ n− 1 . Ýòà ïîäñòàíîâêà σ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (â).

4.6 Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 4.6.1. Ïóñòü îáúåêò X êàòåãîðèè ñ íóëåâûìè ìîðôèçìàìè è êîíå÷íûìè êîàìàëü-

ãàìàìè äîïóñêàåò íåñîêðàòèìûå ðàçëîæåíèÿ ∪mi=1ξi è ∪nj=1ηj â îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäè-

ìûõ ïîäîáúåêòîâ ξi è ηj . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ïîäîáúåêòîâ ξi

è ηj ñóùåñòâóþò è ñåìåéñòâî N ýòèõ îáúåäèíåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) � (3)

ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1 è, êðîìå òîãî, íåíóëåâûå îáðàçû íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ ξi è ηj

îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèé ïî ïîäîáúåêòàì ñåìåéñòâà N íåïðèâîäèìû. Òîãäà m = n

è ïðè íåêîòîðîé áèåêöèè èíäåêñîâ σ îáðàçû ïîäîáúåêòîâ ξi è ηiσ îòíîñèòåëüíî ôàêòî-

ðèçàöèé ϕ̄i ïî ïîäîáúåêòó ∪k 6=iξk ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïîäîáúåêòîâ â íåñîêðàòèìîì ðàçëîæå-

íèè.

Åñëè m = 1 , òî èç ðàâåíñòâà ξ1 = ∪nj=1ηj â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè ξ1 ñëåäóåò, ÷òî ξ1 = ηj

äëÿ íåêîòîðîãî j . Ïîýòîìó ââèäó íåñîêðàòèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ∪nj=1ηj èìååì n = 1 .

Ïóñòü i1, i2, ..., im � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, ...,m . Ðàññìîòðèì ôàêòîðè-

çàöèþ XϕimU ïî ïîäîáúåêòó ξim , îáðàçû ui, vj ïîäîáúåêòîâ ξu, ηj îòíîñèòåëüíî ìîð-

ôèçìà ϕim (îíè ñóùåñòâóþò ñîãëàñíî óñëîâèþ (2)). Òàê êàê ôàêòîðèçàöèÿ ϕim � ïðîñòîé

ìîðôèçì, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2

U = ∪mi=1ui = ∪nj=1vj.

Èç ïîñëåäíåãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü íåñîêðàòèìîå ðàçëîæåíèå U = ∪j∈Jvj , îò-

áðîñèâ âñå ëèøíèå ïîäîáúåêòû, íå âëèÿþùèå íà ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ. Ðàçëîæåíèå

U = ∪m−1
k=1 uik áóäåò íåñîêðàòèìûì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.3.5. Èç ïðåäïîëîæåíèé òåî-

ðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîäîáúåêòû ui è vj ïîñëåäíèõ ðàçëîæåíèé íåïðèâîäèìû.

Âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ïîäîáúåêòîâ ui è vj ñóùåñòâóþò íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ (1)

è ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2. Ñåìåéñòâî N′ âñåõ òàêèõ îáúåäèíåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) �

(3) ñîãëàñíî ñâîéñòâó íàñëåäóåìîñòè ýòèõ óñëîâèé (ïðåäëîæåíèå 4.4.1). Èç äîêàçàòåëüñòâà

ýòîãî æå ïðåäëîæåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ψ ïî ëþáîìó ïîäîáúåêòó ñåìåéñòâà N′

â êîìïîçèöèè ñ ϕim ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ïî íåêîòîðîìó ïîäîáúåêòó ñåìåéñòâà N . Â

ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè îòîáðàæåíèÿ îáðàçà íåíóëåâûå îáðàçû íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåê-

òîâ ui è vj îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèé ïî ïîäîáúåêòàì êëàññà N′ íåïðèâîäèìû, ïîòîìó

÷òî ñîâïàäàþò ñ îáðàçàìè íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ ξi è ηj îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè

ïî ïîäîáúåêòó èç ñåìåéñòâà N .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè J ñîñòîèò èç m − 1 ýëåìåíòà è îáðàçû ïîäîáúåêòîâ uil

è vjl , ãäå jl ∈ J è jl 6= jk ïðè l 6= k , îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè ψ̄ik ïî íîðìàëüíîìó

ïîäîáúåêòó ∪i6=ikui ñîâïàäàþò ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ m − 1 . Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì

ϕ̄ik = ϕin ◦ ψ̄ik è ôóíêòîðèàëüíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ îáðàçà, ïîëó÷èì, ÷òî

(à) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ 1 ≤ i1, i2, ..., im−1 ≤ m ñóùåñòâóþò òàêèå
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ïîïàðíî ðàçëè÷íûå j1, j2, ..., jm−1 ∈ J , ÷òî îáðàçû ξik è ηjk îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèé

ϕ̄ik ñîâïàäàþò ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ m− 1 .

Âçÿâ ïðîîáðàç ðàâåíñòâà

U = ∪j∈Jvj = (∪j∈Jηj)(ϕin)P

îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ìîðôèçìà ϕin ñ ÿäðîì ξin , ïîëó÷èì

X = (∪j∈Jηj) ∪ ξin .

Ïîýòîìó îáðàç îáúåêòà X îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè ïî íîðìàëüíîìó ïîäîáúåêòó

ηJ = ∪j∈J ηj , ñ îäíîé ñòîðîíû ðàâåí îáðàçó ξ′in ïîäîáúåêòà ξin , à ñ äðóãîé ñòîðîíû �

îáúåäèíåíèþ ∪l /∈J η′l îáðàçîâ η′l ïîäoáúåêòîâ ηl .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ′in = 0 . Òîãäà η′l = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ηl ≤ ηj ïðè âñåõ l /∈

J , ïîòîìó ÷òî ηj â ñèëó íîðìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ñâîåé ôàêòîðèçàöèè. Íî òîãäà,

âñëåäñòâèå íåñîêðàòèìîñòè ðàçëîæåíèÿ X = ∪nj=1ηj , èìååì J = {1, ..., n} , îòêóäà ñîãëàñíî

èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ íà J ïîëó÷àåì n = m− 1 .

Åñëè ïîäîáúåêò ξin íåíóëåâîé, òî îí ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû íåïðèâîäèì,

ïîýòîìó ξ′in = η′r ïðè íåêîòîðîì r /∈ J è, ñëåäîâàòåëüíî, η′l ≤ η′r ïðè âñåõ l ∈ J . Ïåðåéäÿ

ê ïðîîáðàçàì îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè ïî ïîäîáúåêòó ηj , â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè ýòîãî

ìîðôèçìà è èçîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ïðîîáðàçà ïîëó÷èì, ÷òî ηj ∪ ηl ≤ ηj ∪ ηr ïðè âñåõ

l /∈ J . Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî X = ηj∪ηr , è â ñèëó íåñîêðàòèìîñòè ðàçëîæåíèÿ

X = ∪nj=1ηj ïîëó÷àåì J∪{r} = {1, ..., n} . Âìåñòå ñ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì ýòî äàåò

m = n .

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå n ≤ m . Ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè àíàëîãè÷íî

m ≤ n . Èòàê, âñåãäà m = n .

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ðàâåíñòâî (*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå X = (∪j 6=r η′j) ∪ ξin .

Îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè ìåæäó ðàçëîæåíèÿìè X = ∪mi=1 ξi =

∪nj=1 ηj , ïîëó÷àåì:

(á) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s, 1 ≤ s ≤ n íàéäåòñÿ r, 1 ≤ r ≤ n , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
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X = (∪i6=rξi) ∪ ηs . Ïðè ýòîì îáðàçû ïîäîáúåêòîâ ξr è ηs îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè ϕ̄r

ïî ïîäîáúåêòó ∪i6=r ξi ñîâïàäàþò.

Ïîñòðîèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A = (aij) èíöèäåíöèè ðàçëîæåíèÿ X = ∪mi=1ξi îòíî-

ñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ X = ∪nj=1ηj , ïîëîæèâ aij = 1 , åñëè îáðàçû ïîäîáúåêòîâ ξi è ηj

îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè ϕ̄i ñîâïàäàþò, è aij = 0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàííûå

âûøå ñâîéñòâà (à) è (á) âëåêóò âûïîëíåíèå óñëîâèé (à) è (á) ïðåäëîæåíèÿ 4.5.1. Ïîýòîìó

ñîãëàñíî ñâîéñòâó (â) ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ξi(ϕ̄i)P = ηiσ(ϕ̄i)P ïðè âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n äëÿ

íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè σ .

Ñëåäñòâèå 4.6.2. Åñëè â êàòåãîðèè ñ íóëåâûìè ìîðôèçìàìè, êîíå÷íûìè êîàìàëüãàìà-

ìè âñå ïîäîáúåêòû îáúåêòà X íîðìàëüíû, îáðàçóþò ìîäóëÿðíóþ ðåøåòêó è ñóùåñòâó-

þò ôàêòîðèçàöèè ïî íèì, ÿâëÿþùèåñÿ óíèâåðñàëüíî ïðîñòûìè ðàâíîìåðíûìè ìîðôèç-

ìàìè ñ óíèâåðñàëüíî ïðîñòûìè äîïîëíèòåëüíûìè ýïèìîðôèçìàìè ê îáðàçàì ïîäîáú-

åêòîâ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôàêòîðèçàöèé, òî ïðè ëþáûõ íåñîêðàòèìûõ ðàçëîæåíèÿõ

X = ∪mi=1ξi = ∪nj=1ηj â îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïîäîáúåêòîâ èìååì

m = n è ξi(ϕ̄i)P = ηiσ(ϕ̄i)P äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè σ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ê òåîðåìå ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 4.3.4.

4.7 Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäîáúåêòîâ

Îáúåäèíåíèå XIξIX ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ (XiξiX, i ∈ I) áóäåì íàçûâàòü ñóììîé ýòîãî

ñåìåéñòâà. åñëè

κIi ◦ α = κIi ◦ β ∀ i ∈ I ⇒ α = β,

ãäå (Xiκ
I
iXI) � ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè κ

I
i ◦ ξI = ξi .

Ïðÿìàÿ ñóììà ξI = ⊕i∈Iξi îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

∀ (XiηiY, i ∈ I) ∃XIηY ) | κi ◦ η = ηi ∀ i ∈ I.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ξI = ⊕i∈Iξi , òî (Xiκ
I
iXI , i ∈ I) � êîïðîèçâåäåíèå (= ñóììà)

ñåìåéñòâà îáúåêòîâ (Xi, i ∈ I) . Îáðàòíî, åñëè â êàòåãîðèè ñ íóëåâûìè ìîðôèçìàìè
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(XiξiX, i ∈ I) � êîïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà îáúåêòîâ (Xi, i ∈ I) , òî âñå ξi � ìîíîìîð-

ôèçìû è X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ïîäîáúåêòîâ (ξi, i ∈ I) .

Îáúåêò X íàçûâàåòñÿ êîõîïôîâûì, åñëè ëþáîé ïðîñòîé ýïèìîðôèçì XξX ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì. Î÷åâèäíî, ëþáîé êîàðòèíîâ îáúåêò êîõîïôîâ. Â êàòåãîðèè ñî âòîðûì

ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè âñÿêèé íåòåðîâ îáúåêò êîõîïôîâ.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.1. Åñëè â óñëîâèÿõ îñíîâíîé òåîðåìû 4.6.1 X � êîõîïôîâ îáúåêò

è X = ⊕mi=1ξi = ⊕nj=1ηj , ïðè÷åì âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ ïîäîáúåêòîâ ξi ÿâëÿþòñÿ

ñóììàìè, òî m = n è äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâêè σ ïîäîáúåêòû XiξiX è YiσηiσX

èçîìîðôíû, ò. å. ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû YiστiXi ïðè âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.6.1 m = n è íàéäåòñÿ ïîäñòàíîâêà σ òàêàÿ, ÷òî

îáðàçû ξi è ηiσ îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè ϕ̄i ïî ïîäîáúåêòó ⊕k 6=i ξk ñîâïàäàþò. Ïîìåíÿâ

èíäåêñû ïîäîáúåêòîâ ηj , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà. Â êà÷åñòâå

ôàêòîðèçàöèè ϕ̄i ìîæíî âçÿòü ìîðôèçì Xϕ̄iXi , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè

ξi◦ϕ̄i = 1 è ξj◦ϕ̄i = 0 ïðè j 6= i . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ̄i = ∪j 6=i ξj åñòü ñóììà îáúåäèíÿåìûõ

ïîäîáúåêòîâ è κj � óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì κj ◦ ξ̄i = ξj ìîðôèçìû, òî ξ̄i ◦ ϕ̄i = 0 ,

ïîòîìó ÷òî

κj ◦ 0 = ξj ◦ ϕ̄i = κi ◦ ξ̄i ◦ ϕ̄i

äëÿ âñåõ j 6= i . Áîëåå òîãî, åñëè ξ̄i ◦ ψ = 0 , òî ξj ◦ ψ = κj ◦ ξ̄i ◦ ψ = 0 ïðè âñåõ j 6= i .

Ïîýòîìó äëÿ êîìïîçèöèè ϕ̄i ◦ ξi ◦ ψ èìååì ξj ◦ ϕ̄i ◦ ξi ◦ ψ = 0 = ξj ◦ ψ ïðè âñåõ j 6= i

è ξi ◦ ϕ̄i ◦ ξi ◦ ψ = ξi ◦ ψ . Ïîñêîëüêó X � ñóììà ïîäîáúåêòîâ ξj , 1 ≤ j ≤ n , ïîëó÷àåì

ψ = ϕ̄i ◦ ξi ◦ ψ .

Òàê êàê ξi ◦ ϕ̄i = 1 , îáðàç ïîäîáúåêòà ξi îòíîñèòåëüío ðàññìoòðåííîé ôàêòîðèçàöèè ϕ̄i

òîòàëåí. Ïîñêîëüêó îáðàçû ïîäîáúåêòîâ ξi è ηi îòíîñèòåëüíî ϕ̄i ñîâïàäàþò, ñóùåñòâóåò

äîïîëíèòåëüíûé ïðîñòîé ýïèìîðôèçì YiτiXi , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó τi = ηi ◦ ϕ̄i .

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé ñóììû X = ⊕ni=1 τi äëÿ ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ (Yi(τi◦ξi)X, 1 ≤

i ≤ n) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì XξX òàêîé, ÷òî ηi ◦ ξ = τi ◦ ξi .

Ïðîâåðèì, ÷òî ξ � ïðîñòîé ìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ = α ◦ β ñ ìîíîìîðôíûì β
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è (βi, γi) � êîàìàëüãàìà ïàðû (ξi, β) . Òàê êàê τi ◦ ξi = ηi ◦ α ◦ β äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n ,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ζi , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì

ζi ◦ βi = τi, ζi ◦ γi = ηi ◦ α.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â ñèëó ïðîñòîòû ìîðôèçìà τi è ìîíîìîðôíîñòè βi ñëåäóåò, ÷òî βi �

èçîìîðôèçì. Òîãäà ξi = β−1
i ◦γi ◦β , ò. å. ξi ≤ β . Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ

äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n è X = ∪ni=1ξi , ïîëó÷àåì, ÷òî β � èçîìîðôèçì.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ξ � ýïèìîðôèçì. Åñëè ξ ◦ u = ξ ◦ v , òî äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n

ηi ◦ ξ ◦ u = ηi ◦ ξ ◦ v , ñëåäîâàòåëüíî, τi ◦ ξi ◦ u = τi ◦ ξi ◦ v . Èç ýïèìîðôíîñòè ìîðôèçìîâ τi ,

âûòåêàåò, ÷òî ξi ◦ u = ξi ◦ v . Òî÷íî òàê æå, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì u = v = ξi ◦ v . Òàê êàê

ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n è X = ⊕ni=1 ξi , ïîëó÷àåì, ÷òî u = v .

Â ñèëó êîõîïôîâîñòè îáúåêòà X ïðîñòîé ýïèìîðôèçì XξX áóäåò èçîìîðôèçìîì.

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà τi ◦ ξi = ηi ◦ ξ ñëåäóåò, ÷òî τi � ìîíîìîðôèçì. Ïîñêîëüêó ê òîìó æå

τi � ïðîñòîé ìîðôèçì, îí áóäåò èçîìîðôèçìîì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.1 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Êðóëëÿ-Ðåìàêà-Øìèäòà ([8]) î åäèí-

ñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ ïîäîáúåêòîâ èíúåêòèâíûõ îáúåê-

òîâ â àáåëåâûõ êàòåãîðèÿõ, ðàñïðîñòðàíåííóþ Àòüåé ([4] èëè [8]) íà ïðîèçâîëüíûå îáúåêòû

àáåëåâîé êàòåãîðèè ñ íåêîòîðûì óñëîâèåì êîíå÷íîñòè.
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Âî âòîðîì Appendix-e èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [11] àâòîðà. Oïðåäåëÿþòñÿ êàòåãî-

ðèè áèíàðîâ CT òèïà T è ñ ïîìîùüþ çàáûâàþùåãî ôóíêòîðà è ïðîöåäóðû âñïîìèíàíèÿ

ñòðîÿòñÿ èíúåêòèâíûå ôóíêòîðû F(D, CT ) eF F(D, C)T äëÿ ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C è

ïðåäêàòåãîðèè D . Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òèï T èëè êàòåãîðèþ C ýòîò ôóíêòîð

îáðàòèì.

5.1 Òèïû áèíàðîâ

1. à) Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ C ñ êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáûõ îáúåêòîâ A0 è A1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû îáúåêò P = A0 × A1 è ìîðôèçìû ïðî-

åêöèè Pp0A0 è Pp1A1 . Ýòà ñîâîêóïíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì A0 è A1 , åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óíèâåðñàëüíîñòè: äëÿ êàæäîé ïàðû ìîðôèçìîâ Ww0A0 è Ww1A1

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì W < w0, w1 > P òàêîé, ÷òî < w0, w1 > pi = wi

(i = 1, 2).

á) Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ Ai , i = 0, 1, ..., n è ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè

α = (α1, ..., αn) ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî èíäóêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü îáúåêò

Pα è ïðîåêöèè Pαpαi Ai , óäîâëåòâîðÿþùèå àíàëîãè÷íîìó ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè, êî-

òîðûå ïðåäñòàâëÿþò ïðîèçâåäåíèå äàííîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ, îòâå÷àþùåå ïåðåñòàíîâêå
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α . Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè β = (β1, ..., βk) è γ = (γ1, ..., γl) , ñîñòàâëåííûå èç

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α , ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøèõ αn è / èëè áîëüøèõ αn , ñ òåì æå

ïîðÿäêîì äëÿ βi è γi , ÷òî è â α . Ïîñòðîèì ïðîèçâåäåíèÿ

(P βpβi Ai, i = 0, 1, ..., αn − 1), (P γpγiAi, i = αn, ..., n) è (PαpαβP
β, PαpαγP

γ).

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ. Îïðåäåëèì

pαi = pαβp
β
i , åñëè i < αn, è pαi = pαγp

γ
i , åñëè i ≥ αn.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè, äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ WwiAi (i = 0, 1, ..., n)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì W < w0, ..., wn >α P
α òàêîé, ÷òî

< w0, ..., wn >α p
α
i = wi, i = 0, 1, ..., n.

Îáîçíà÷èì (f0 × f1 × ... × fn)α =< pof0, p1f1, ..., pnfn >α äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà

ìîðôèçìîâ (AifiBi , i = 0, 1, ..., n) .

â) Ïî ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ïåðåñòàíîâîê α è δ ïåðâûõ

n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì PαaαδP
δ , óäîâëåòâîðÿþùèé

ðàâåíñòâàì aαδ p
δ
i = pαi (àññîöèèðóþùèé èçîìîðôèçì).

ã) Ïóñòü Ai = A ïðè âñåõ i = 0, 1, ..., n . Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì PαtϕP
α

ïðè ëþáîé áèåêöèè èíäåêñîâ ϕ , îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè tϕp
α
i = piϕ (ïåðåñòàâëÿþùèé

èçîìîðôèçì). Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 1 , èìååì åäèíñòâåííûé íåòîæäåñòâåííûé ïåðåñòàâ-

ëÿþùèé èçîìîðôèçì t =< p1, p0 > .

2. à) Ïóñòü (PpiA , i = 0, 1) � êâàäðàò îáúåêòà íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà A ,

à ïàðà (A, µ) � áèíàðîì.

á) Â êîíñòðóêöèè 1.á) ïîëîæèì Ai = A äëÿ âñåõ i . Îïðåäåëèì PαµαA ðåêóððåíòíî:

µα =
((
Pα
β µ

β
)
×

(
Pα
γ µ

γ
))
µ.

Ïðè n = 2 , α ìîæåò áûòü (1, 2) èëè (2, 1) . Ñîîòâåòñòâåííî, µ(1,2) = (1 × µ)µ è µ(2,1) =

(µ × 1)µ , ãäå 1 = 1A òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì îáúåêòà A . Îïåðàöèÿ µ íàçûâàåòñÿ àññî-

öèàòèâíîé, åñëè

(1× µ)µ = a (µ× 1)µ,
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ãäå a � ñîîòâåòñòâóþùèé àññîöèèðóþùèé èçîìîðôèçì. Ýòî îïðåäåëåíèå óòî÷íÿåò îïðå-

äåëåíèå [8] (ñì. òàêæå [43]).

Èç àññîöèàòèâíîñòè áèíàðíîé îïåðàöèè µ ñëåäóåò, ÷òî aαδ µ
δ = µα ïðè âñåõ ïåðåñòàíîâ-

êàõ α è δ ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñâîéñòâî îáîáùåííîé àññîöèàòèâíîñòè).

â) Ñ êàæäîé áèíàðíîé îïåðàöèåé µ îáúåêòà A ñîïðÿæåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ µ = tµ ,

ãäå t � ïåðåñòàâëÿþùèé èçîìîðôèçì. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîåé ñîïðÿ-

æåííîé, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

ã) Ìîðôèçì AθB íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì, åñëè uθ = vθ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîðôèçìîâ

WuA è WvA .

Îáúåêò F íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíûì èëè òåðìèíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì AqAF â îáúåêò F . Âñå ôèíàëüíûå îáúåêòû êàòåãîðèè

èçîìîðôíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàòåãîðèÿ èìååò ôèíàëüíûé îáúåêò F . Òîãäà ìîðôèçìû, êîòîðûå

ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç F , áóäóò ïîñòîÿííûìè. Îáðàòíî, ïîñòîÿííûé ìîðôèçì AθB ïðîïóñ-

êàåòñÿ ÷åðåç ôèíàëüíûé îáúåêò, åñëè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì èç F â A . Òàêèå ìîðôèçìû

èç F â A íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè èëè ýëåìåíòàìè îáúåêòà À.

ä) Ïîñòîÿííûé ìîðôèçì AθB íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ýíäîìîðôèçìîì îïåðàöèè µ ,

åñëè

< 1, θ > µ = 1 =< θ, 1 > µ.

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ µ ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýíäîìîðôèçìà. Â ñëó÷àå

åãî ñóùåñòâîâàíèÿ µ íàçûâàåòñÿ íåéòðîáèíàðíîé (èëè óíèòàðíîé) îïåðàöèåé, à ïàðà (A, µ)

� íåéòðîáèíàðîì.

å) Â êàòåãîðèè ñ ôèíàëüíûì îáúåêòîì F íåéòðàëüíûé ýíäîìîðôèçì θ áèíàðíîé îïå-

ðàöèè µ îáúåêòà A ñóùåñòâóåò, åñëè ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíàÿ òî÷êà FεA , îïðåäåëÿåìàÿ

óñëîâèÿìè

(1× ε)µ = p1, (ε× 1)µ = p2.

Íåéòðàëüíûì ýíäîìîðôèçìîì áóäåò êîìïîçèöèÿ θ = qAε . Îáðàòíî, äëÿ íåéòðîáèíàð-



5.2. Èåðàðõèÿ êàòåãîðèé áèíàðîâ 123

íîé îïåðàöèè µ íåéòðàëüíóþ òî÷êó ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì ε = τθ , åñëè ñóùåñòâó-

åò õîòÿ áû îäíà òî÷êà FτA . Òàêèì îáðàçîì, â êàòåãîðèè ñ ôèíàëüíûì îáúåêòîì çàäàíèå

íåéòðàëüíîé ñòðóêòóðû íà áèíàðå (A, µ) ñ ïîìîùüþ íåéòðàëüíîãî ýíäîìîðôèçìà è íåé-

òðàëüíîãî ýëåìåíòà ðàâíîñèëüíî, åñëè A èìååò õîòÿ áû îäíó òî÷êó.

æ) Ìîðôèçì AωA íàçûâàåòñÿ îáðàùàþùèì ìîðôèçìîì íåéòðîáèíàðíîé îïåðàöèè µ ,

åñëè

< 1, ω > µ = θ =< ω, 1 > µ.

Îáðàùàþùèé ìîðôèçì èíâîëþíòåí è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

θω = θ, µω = t (ω × ω)µ.

Àññîöèàòèâíàÿ íåéòðîáèíàðíàÿ îïåðàöèÿ µ ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî îáðàùàþùå-

ãî ìîðôèçìà. Åñëè íåéòðîáèíàðíàÿ îïåðàöèÿ µ , îáëàäàåò åäèíñòâåííûì îáðàùàþùèì

ìîðôèçìîì, òî åå áóäåì íàçûâàòü èíâåðñîáèíàðíîé, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó (A, µ) -

èíâåðñîáèíàðîì.

ç) Òèïîì áèíàðà (A, µ) , à òàêæå îïåðàöèè µ íàçîâåì ÷åòâåðêó ÷èñåë T = (T1, T2, T3, T4) ,

ãäå Ti = 1 , åñëè äëÿ µ âûïîëíåíî óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè (i = 1) , êîììóòàòèâíîñòè

(i = 2) , íåéòðîáèíàðíîñòè (i = 3) , èíâåðñîáèíàðíîñòè (i = 4) , à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Ti = 0 . Ïîñêîëüêó T5 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 òîëüêî ïðè T3 = 1 , ïîëó÷àåì 12 ðàçëè÷íûõ òèïîâ

áèíàðîâ. Íàïðèìåð, òèï T = (1, 0, 1, 0) ñîîòâåòñòâóåò àññîöèàòèâíûì íåéòðîáèíàðàì èëè,

èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëóãðóïïàì ñ åäèíèöåé. Òèï T = (1, 1, 1, 1) ñîîòâåòñòâóåò àññîöèàòèâíî-

êîììóòàòèâíûì èíâåðñîáèíàðàì, ò.å. àáåëåâûì ãðóïïàì.

5.2 Èåðàðõèÿ êàòåãîðèé áèíàðîâ

3. à) Ìîðôèçì èç áèíàðà (A, µ) â áèíàð (B, ν) (áèíàðîìîðôèçì èëè êðàòêî á-ìîðôèçì)

åñòü ìîðôèçì AϕB îñíîâíîé êàòåãîðèè C òàêîé, ÷òî (ϕ × ϕ)ν = µϕ . Åñëè áèíàðíûå

îïåðàöèè µ è ν îáëàäàþò íåéòðàëüíûìè ìîðôèçìàìè θµ è θν , ïðè÷åì θµϕ = ϕθν , áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ íåéòðîáèíàðîìîðôèçìîì (íá-ìîðôèçìîì). Åñëè µ è ν îáëàäàþò
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ê òîìó æå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè îáðàùàþùèìè ìîðôèçìàìè ωµ è ων , ïðè÷åì ωµϕ =

ϕων , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èíâåðñîáèíàðîìîðôèçìîì (èá-ìîðôèçìîì).

á) Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Äëÿ ëþáîãî áèíàðà (A, µ) òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì 1A ÿâëÿåòñÿ á-ìîðôèçìîì èç

(A, µ) â (A, µ) , ò.å. á-ýíäîìîðôèçìîì áèíàðà (A, µ) . Êðîìå òîãî 1 åñòü íá-ìîðôèçì (ñîîòâ.,

èá-ìîðôèçì), åñëè µ èìååò íåéòðàëüíûé (ñîîòâåòñòâåííî, îáðàùàþùèé) ìîðôèçì.

(ii) Êîìïîçèöèÿ á-ìîðôèçìîâ (ñîîòâ., íá-ìîðôèçìîâ è èá-ìîðôèçìîâ) (A, µ)ϕ(B, ν) è

(B, ν)ψ(C, κ) åñòü á-ìîðôèçì (ñîîòâåòñòâåííî, íá-ìîðôèçì è èá-ìîðôèçì).

(iii) Íåéòðàëüíûé ìîðôèçì AθA áèíàðà (A, µ) åñòü íá-ìîðôèçì. Êðîìå òîãî, ýòîò

ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èá-ìîðôèçìîì, åñëè µ èìååò îáðàùàþùèé ìîðôèçì.

â) Îïðåäåëèì êàòåãîðþ CT áèíàðîâ òèïà T (èëè T -áèíàðîâ), îáúåêòàìè êîòîðîé ñëó-

æàò áèíàðû òèïà T , à ìîðôèçìàìè � á-ìîðôèçìû èëè íá-ìîðôèçìû (åñëè T3 = 1) è

èá-ìîðôèçìû (åñëè T4 = 1). Èìååì ñëåäóþùóþ èåðàðõèþ ýòèõ êàòåãîðèé (ñì. ðèñ. 1):

C0000 ←↩ C0010 ←↩ C0011

↙ ↓ ↙ ↓ ↙ ↓

C1000 ←↩ C1010 ←↩ C1011

C0100 ←↩ C0210 ←↩ C0111

↓ ↙ ↓ ↙ ↓ ↙

C1100 ←↩ C1110 ←↩ C1111

ðèñ. 1. Çíàê ←↩ îçíà÷àåò ïîäêàòåãîðèþ, à → îçíà÷àåò ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ.

ã) Ïåðå÷èñëèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êàòåãîðèé áèíàðîâ.

(i) Âñÿêèé á-ìîðôèçì àññîöèàòèâíûõ èíâåðñîáèíàðîâ ÿâëÿåòñÿ èá-ìîðôèçìîì.

(ii) Ìîíîìîðôíîñòü (ýïèìîðôíîñòü, áèìîðôíîñòü) AϕB ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ìîíîìîðôíîñòè (ñîîòâ. ýïèìîðôíîñòè, áèìîðôíîñòè) áèíàðîìîðôèçìà (A, µ)ϕ(B, ν) ,

à èçîìîðôíîñòü AϕB � íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èçîìîðôíîñòè áèíàðîìîð-

ôèçìà ϕ .
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(iii) Ïðè T3 = 1 , CT ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé ñ ñèñòåìîé íóëåâûõ ìîðôèçìîâ (ñì. [70])

(A, µ)θµν (B, ν), θµν = ϕθν = θµϕ

åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ A è B ñóùåñòâóåò ìîðôèçì AϕB êàòåãîðèè C .

(iv) Åñëè F � ôèíàëüíûé îáúåêò êàòåãîðèè C , òî (F1FF, F1FF ) � êâàäðàò îáúåêòà F

è íà F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ 1F , ïðè÷åì (F, 1F ) � èíâåðñîáèíàð.

Îí ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì (îäíîâðåìåííî ôèíàëüíûì è êîôèíàëüíûì) îáúåêòîì êàòåãîðèè CT

ïðè ëþáîì T .

(v) CT � êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (íàïîìíèì, ÷òî C - òàêàÿ æå êàòå-

ãîðèÿ èçíà÷àëüíî). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáúåêòîâ (A, µ) è (B, ν) â êàòåãîðèè

CT äîñòàòî÷íî íàäåëèòü ïðîèçâåäåíèå A × B îáúåêòîâ A è B â C áèíàðíîé îïåðàöè-

åé (µ × ν)b = b(µ × ν) , ãäå b � êîìïîçèöèÿ ïîäõîäÿùèõ ñî÷åòàþùèõ è ïåðåñòàâëÿþùåãî

èçîìîðôèçìîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè pA è pB ïðè ýòîì áóäóò ìîðôèçìàìè êàòåãîðèè

CT .

Îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ï.(ii) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Â ñòàòüå [56] ñòðîÿò-

ñÿ ïðèìåðû òàê íàçûâàåìûõ ½íåíàñëåäñòâåííûõ“ ìîíîìîðôèçìîâ (A, µ)ϕ(B, ν) êàòåãîðèè

CT , áàçà AϕB êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì êàòåãîðèè C .

5.3 Ïðåäêàòåãîðèè è ïðåäôóíêòîðû. Îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò

4. à) Â äàëüíåéøèõ êîíñòðóêöèÿõ íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ â îïðåäåëåíèÿõ êàòåãîðèè è

ôóíêòîðà èçëèøíè. Èçáàâèâøèñü îò íèõ, ìû ââåäåì áîëåå îáùèå ïîíÿòèÿ ïðåäêàòåãîðèè è

ïðåäôóíêòîðà. Äëÿ ïðåäêàòåãîðèè ìû íå áóäåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâî-

âàíèÿ êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ (ñëåäîâàòåëüíî, âîîáùå ãîâîðÿ, àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçè-

öèè), à òàêæå òîæäåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ. Ïîíÿòèå ïðåäôóíêòîðà ìû ïîëó÷èì, îòáðî-

ñèâ â îïðåäåëåíèè ôóíêòîðà òðåáîâàíèÿ íà îáðàçû êîìïîçèöèè è îáðàçû òîæäåñòâåííûõ

ìîðôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäôóíêòîð � ýòî ïðîñòî ïàðà îòîáðàæåíèé äëÿ ñîâîêóïíî-
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ñòåé îáúåêòîâ è äëÿ ñîâîêóïíîñòåé ìîðôèçìîâ. Êðîìå òîãî, ìû âûíóæäåíû îòêàçàòüñÿ

îò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ è ñîâîêóïíîñòè ìîðôèçìîâ [ïðåä]êàòåãîðèè

îáðàçîâûâàëè êëàññû ([43]), ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü [ïðåä]êàòåãîðèè

[ïðåä]ôóíêòîðîâ èç îäíîé [ïðåä]êàòåãîðèè â äðóãóþ.

á) Ïóñòü C è D � ïðîèçâîëüíûå ïðåäêàòåãîðèè. Ìîðôèçì ϕ è ψ èç ïðåäôóíêòîðà

DϕC â ïðåäôóíêòîð DψC îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòåìà ìîðôèçìîâ

(Xϕ)uX (Xψ) , X ∈ ObD,

êîòîðûå ïðè ëþáîì ìîðôèçìå XfY èç D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

fϕuY = uXfψ, åñëè ϕ è ψ êîâàðèàíòíû,

fϕuX = uY f
ψ, åñëè ϕ è ψ êîíòðàâàðèàíòíû.

Òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ ìîðôèçì (åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå) ôóíêòîðîâ.

â) Ïðåäêàòåãîðèè Pref∗(D, C) êîâàðèàíòíûõ è Pref∗(D, C) êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðåä-

ôóíêòîðîâ èç D â C îïðåäåëÿþòñÿ, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå

(i) îáúåêòîâ âñå ïðåäôóíêòîðû ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà èç D â C ,

(ii) ìîðôèçìîâ âñå ìîðôèçìû ïðåäôóíêòîðîâ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà.

Åñëè C � êàòåãîðèÿ, Pref∗(D, C) è Pref∗(D, C) ïðåâðàùàþòñÿ â êàòåãîðèè.

Åñëè ìîðôèçì ïðåäôóíêòîðîâ ψvχ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ìîðôèçìîâ (Xψ) vX (Xχ) , X ∈

ObD , êîìïîçèöèÿ ϕ (uv)χ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ìîðôèçìîâ

Xϕ (uv)X Xχ = (Xϕ)uXvX (Xχ) , X ∈ ObD.

Òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì ϕ1ϕϕ îïðåäåëåÿåòñÿ êàê ñèñòåìà òîæäåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ

Xϕ (1ϕ)X Xϕ = (Xϕ) 1Xϕ (Xϕ) , X ∈ ObD.

Ïóñòü C è D ÿâëÿþòñÿ êàòåãîðèÿìè. Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîñòðîèòü êàòåãîðèè Funct∗(D, C)

êîâàðèàíòíûõ è Funct∗(D, C) êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ èç D â C . Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîë-

íûìè ïîäêàòåãîðèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ïðåäêàòåãîðèé Pref∗(D, C) è Pref∗(D, C) .
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Äàëåå áóäåì ïèñàòü F(D, calC) , ãäå ïîä F ïîíèìàåòñÿ Pref∗ , Pref
∗ , Funct∗ èëè Funct

∗ ,

ïðè÷åì ïîñëåäíèå äâå âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà C è D � êàòåãîðèè.

ã) Ôèíàëüíûé îáúåêò F ïðåäêàòåãîðèè C îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå

êàòåãîðèè. Êàæäîìó ôèíàëüíîìó îáúåêòó F ïðåäêàòåãîðèè C ñîîòâåòñòâóåò ôèíàëüíûé

îáúåêò τ = τF ïðåäêàòåãîðèè F(D, C) ôóíêòîð DτC îáúåêòó X èç D ñîïîñòàâëÿåò

Xτ = F , à ìîðôèçìó XfY � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì qF = 1F . Òàê îïðåäåëÿåìûé

ïðåäôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì â ñëó÷àå, êîãäà C è D � êàòåãîðèè. Îí îäíîâðåìåííî

êîâàðèàíòåí è êîíòðàâàðèàíòåí.

Äëÿ êàæäîãî ïðåäôóíêòîðà DϕC ñèñòåìà ìîðôèçìîâ

(Xϕ) qXϕF, X ∈ ObD

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ïðè âñåõ XfY èç D :

fϕ (qϕ)Y = fϕq
Y ϕ = qXϕ = (qϕ)X fτ â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,

fϕ (qϕ)X = fϕqXϕ = qY ϕ = (qϕ)Y f
τ â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà ìîðôèçìîâ çàäàåò ìîðôèçì ϕqϕr . Åäèíñòâåííîñòü òàêîãî

ìîðôèçìà ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè ìîðôèçìîâ (Xϕ) qXϕF , X ∈ ObD .

ä) Åñëè C � êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, òî ñóùåñòâóåò àññîöèèðîâàííàÿ

ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà F(D, C) .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ DϕC è DψC êàòåãîðèè F(D, C) îïðåäåëèì îáúåêò D(ϕ×

ψ)C ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ïðåäêàòåãîðèè D

X(ϕ× ψ) = Xϕ×Xψ.

Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà XfY

fϕ×ψ = fϕ × fψ â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,

fϕ×ψ = fϕ × fψ â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.
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Åñëè D � êàòåãîðèÿ è ϕ , ψ �ôóíêòîðû, òî è ϕ×ψ � ôóíêòîð. Íàïðèìåð, â êîâàðèàíòíîì

ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîðôèçìîâ XfY è Y gZ êàòåãîðèè D èìååì

(fg)ϕ×ψ = (fg)ϕ × (fg)ψ = fϕgϕ × fψgψ = (fϕ × fψ) (gϕ × gψ) = fϕ×ψgϕ×ψ

è äëÿ òîæäåñòâåííîãî ìîðôèçìà 1X êàòåãîðèè D

(1X)ϕ×ψ = (1X)ϕ × (1X)ψ = 1xϕ × 1Xψ = 1Xϕ×Xψ = 1X(ϕ×ψ).

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Ïðîåêöèè (ϕ× ψ)pϕϕ è (ϕ× ψ)pψψ çàäàþòñÿ ñèñòåìàìè

(pϕ)X = pXϕ è (pψ)X = pXψ, X ∈ ObD.

Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà XfY êàòåãîðèè D îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

fϕ×ψ (pϕ)Y = (pϕ)X fϕ, fϕ×ψ (pψ)Y = (pψ)X fψ â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,

fϕ×ψ (pϕ)X = (pϕ)Y f
ϕ, fϕ×ψ (pψ)X = (pψ)Y f

ψ â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Ïðîâåðèì óíèâåðñàëüíîñòü (ϕ× ψ, pϕ, pψ) . Äëÿ ìîðôèçìîâ χuϕ è χvψ êàòåãîðèè F(D, C)

ìîðôèçì χ < u, v > ϕ× ψ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòåìà ìîðôèçìîâ

< u, v >X=< uX , vX >, X ∈ ObD,

ñîãëàñîâàííàÿ ñî âñåìè ìîðôèçìàìè XfY èç D :

fχ < u, v >Y =< u, v >X fϕ×ψ â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,

fχ < u, v >X=< u, v >Y f
ϕ×ψ â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ < uX , vX > , ðàâåíñòâà

< u, v > pϕ = u, < u, v > pψ = v

ýêâèâàëåíòíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìàì ðàâåíñòâ

< u, v >X (pϕ)X = uX , < u, v >X (pψ)X = vX , X ∈ ObD.
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Åäèíñòâåííîñòü ìîðôèçìà χw (ϕ× ψ) , óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâàì wpϕ = u , wpψ = v ,

èíà÷å ãîâîðÿ ñèñòåìàì ðàâåíñòâ

wXpXϕ = uX , wXpXψ = vX , X ∈ ObD

ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè wX =< uX , vX > .

Â äàëüíåéøåì, åñëè C � êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, ñ÷èòàåì, ÷òî F(D, C)

� êàòåãîðèÿ ñ èíäóöèðîâàííûìè êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

5. Êîâàðèàíòíûé çàáûâàþùèé ôóíêòîð c èç CT â C

(i) îáúåêòó (A, µ) èç CT ñîïîñòàâëÿåò îáúåêò A èç C ,

(ii) ìîðôèçìó (A, µ)g(B, ν) ñîïîñòàâëÿåò ìîðôèçì AgB .

Îí èíäóöèðóåò êîâàðèàíòíûå çàáûâàþùèå ôóíêòîðû F(D, CT )cF(D, C) ïåðåâîäÿùèå

(i) îáúåêò ϕ̃ èç F(D, CT ) â îáúåêò ϕ = ϕ̃c èç F(D, C) ,

(ii) ìîðôèçì ϕ̃wψ̃ èç F(D, CT ) â ìîðôèçì ϕwcψ èç F(D, C) , çàäàâàåìûé ñèñòåìîé

ìîðôèçìîâ

(Xϕ)wX (Xψ) , X ∈ ObD.

ò.å. wc = w .

6. à) Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, D � ïðåäêàòåãîðèÿ, F(D, C)

� êàòåãîðèÿ ñ èíäóöèðîâàííûìè êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ (ϕ× ϕ)µϕϕ íà îáúåêòå DϕC èç F(D, C) åñòü ñèñòåìà ìîðôèçìîâ

X (ϕ× ϕ) (µϕ)X Xϕ = (Xϕ×Xϕ)µXϕXϕ, X ∈ ObD

ñîãëàñîâàííûõ ñ ìîðôèçìàìè XfY èç D , ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

fϕ×ϕ (µϕ)Y = (µϕ)X fϕ, â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,

fϕ×ϕ (µϕ)X = (µϕ)Y f
ϕ, â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

èëè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî fϕ×ϕ = fϕ× fϕ è fϕ×ϕ = fϕ× fϕ , â ýêâèâàëåíòíîì âèäå, óñëîâèÿì

fϕ × fϕ (µϕ)Y = (µϕ)X fϕ, â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,
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fϕ × fϕ (µϕ)X = (µϕ)Y f
ϕ, â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Ïîñëåäíèå ñóòü óñëîâèÿ áèíàðîìîðôíîñòè fϕ è fϕ îòíîñèòåëüíî áèíàðíûõ îïåðàöèé

µXϕ è µY ϕ . Íà îñíîâàíèè âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âàæíûé Âûâîä.

Êàæäîìó îáúåêòó ϕ̃ èç F(D, C0) ñîïîñòàâëÿåòñÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ µϕ îáúåêòà ϕ =

ϕ̃c èç F(D, C) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ObF(D, C0) â

ObF(D, C)0 , êîòîðîå îòîáðàæàåò ϕ̃ â (ϕ, µϕ) (çàìåòèì, ÷òî 0 = (0, 0, 0, 0)). Îáðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå èç ObF(D, C)0 â ObF(D, C0) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà (ϕ, µϕ) èç ObF(D, C)0 ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ϕ̃ èç ObF(D, C0) îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèÿìè

(i) Xϕ̃ =
(
Xϕ, (µϕ)X

)
äëÿ îáúåêòîâ X èç D ,

(ii) f
eϕ = fϕ èëè f eϕ = fϕ äëÿ ìîðôèçìîâ XfY èç D .

á) Àññîöèàòèâíîñòü áèíàðíîé îïåðàöèè µ , ò.å.

(1ϕ × µϕ)µϕ = a (µϕ × 1ϕ)µϕ

îçíà÷àåò àññîöèàòèâíîñòü áèíàðíûõ îïåðàöèé µXϕ

(1Xϕ × µXϕ)µXϕ = aXϕ (µXϕ × 1Xϕ)µXϕ, X ∈ ObD.

Àíàëîãè÷íî êîììóòàòèâíîñòü tµϕ = µϕ îïåðàöèè µϕ , ñóòü êîììóòàòèâíîñòü âñåõ µXϕ :

tXϕµXϕ = µXϕ, X ∈ ObD.

Ïîýòîìó âûâîä îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè òèï 0 çàìåíèòü ïðîèçâîëüíûì òèïîì T ñ T3 = T4 =

0 .

â) Íåéòðàëüíûé ýíäîìîðôèçì θϕ of îïåðàöèè µϕ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ýíäîìîðôèçìîâ

êàòåãîðèè C

(Xϕ) (θϕ)X (Xϕ) = (Xϕ) θXϕ (Xϕ) , X ∈ ObD

ñîãëàñîâàííûõ ñ ìîðôèçìàìè XfY êàòåãîðèè D :

fϕθY ϕ = θXϕfϕ, â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,
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fϕθXϕ = θY ϕf
ϕ, â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Íåéòðàëüíûé ýíäîìîðôèçì θϕ , äîëæåí áûòü ïîñòîÿííûì ìîðôèçìîì êàòåãîðèè F(D, C) ,

ò.å. äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìîâ ψuϕ è ψvϕ ýòîé êàòåãîðèè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

uθϕ = vθϕ . Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ñèñòåì ìîðôèçìîâ

(Xψ)uX (Xϕ) , (Xψ) vX (Xϕ) , X ∈ ObD

ñîãëàñîâàííûõ ñ ìîðôèçìàìè XfY êàòåãîðèè D :

fψuY = uXfϕ, fψvY = vXfϕ, â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå,

fψuX = uY f
ϕ, fψvX = vY f

ϕ, â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå

äîëæíû èìåòü uXθXϕ = vXθXϕ .

Ïîñëåäíèå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè âñå θXϕ ïîñòîÿííûå ìîðôèçìû êàòåãîðèè C .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå θϕ � ïîñòîÿííûé ìîðôèçì. Âîïðîñ î ïðàâèëüíîñòè îáðàòíî-

ãî óòâåðæäåíèÿ ½åñëè θϕ � ïîñòîÿííûé ìîðôèçì êàòåãîðèè F(D, C) , òî θXϕ � ïîñòîÿííûå

ìîðôèçìû êàòåãîðèè C äëÿ âñåõ X ∈ ObD“ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Óñëîâèå íåéòðàëüíîñòè ýíäîìîðôèçìà θϕ

< 1ϕ, θϕ > µϕ = 1ϕ =< θϕ, 1ϕ > µϕ

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ: äëÿ âñåõ X ∈ ObD

< 1Xϕ, θXϕ > µXϕ = 1Xϕ =< θXϕ, 1Xϕ > µXϕ

ò.å. âñå θXϕ � íåéòðàëüíûå ìîðôèçìû.

Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ïåðâîå îòîáðàæåíèå â âûâîäå ñóùåñòâóåò äëÿ òèïîâ T ñ T3 = 1 .

ã) Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå âûâîäà äëÿ òèïà T ñ T3 = 1 ñóùåñòâóåò â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî C � êàòåãîðèÿ ñ ôèíàëüíûì îáúåêòîì è âñå åå îáúåêòû èìåþò õîòÿ áû îäíó òî÷êó.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F � ôèíàëüíûé îáúåêò êàòåãîðèè C è τ � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

ôèíàëüíûé îáúåêò êàòåãîðèè F(D, C) , òî óñëîâèÿ

(1ϕ × εϕ)µϕ = p1, (εϕ × 1ϕ)µϕ = p2,
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îïðåäåëÿþùèå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò τεϕϕ áèíàðíîé îïåðàöèè µϕ , ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì

(1Xϕ × εXϕ)µXϕ = p1, (εXϕ × 1Xϕ)µXϕ = p2, X ∈ ObD.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ∈ ObD , FεXϕXϕ � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îïåðàöèè µXϕ .

Ïóñòü (ϕ, µϕ) � îáúåêò êàòåãîðèè F(D, C)T ñ T3 = 1 . Ïî íåéòðàëüíîìó ýíäîìîðôèçìó

θϕ îïåðàöèè µϕ è ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå òî÷åê FsXϕ (Xϕ) , ãäå X ∈ ObD , ñòðîèòñÿ íåé-

òðàëüíàÿ òî÷êà τεϕ îïåðàöèè µϕ êàê ñèñòåìà êîìïîçèöèé εXϕ = sXϕ (θϕ)X , X ∈ ObD .

Ýòà ñèñòåìà ñîãëàñîâàíà ñ ìîðôèçìàìè XfY èç D , ïîñêîëüêó â êîâàðèàíòíîì ñëó÷àå

εXϕfϕ = sXϕθXϕfϕ = sXϕfϕθXY ϕ = sY ϕθY ϕ = fτεY ϕ.

Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà âåðíû â êîíòðàâàðèàíòíîì ñëó÷àå. Ñîãëàñíî 2 å) èìååì

εXϕfϕ = sXϕθXϕfϕ = sXϕfϕθXY ϕ = sY ϕθY ϕ = fτεY ϕ.

Ïîýòîìó ε = εθ . Ñëåäîâàòåëüíî, ε � íåéòðàëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî 6 ã), äëÿ ëþáîãî

X ∈ ObD òî÷êè εXϕ � íåéòðàëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî 2 å), äëÿ îïåðàöèè µXϕ

íåéòðàëüíû ýíäîìîðôèçìû θXϕ = qXϕεXϕ .

ä) Îáðàùàþùèé ìîðôèçì ϕωϕϕ íåéòðîáèíàðíîé îïåðàöèè µϕ , îïðåäåëÿåìûé óñëîâè-

åì

< 1ϕ, ωϕ > µϕ = θϕ =< µϕ, 1ϕ > µϕ,

åñòü ñèñòåìà îáðàùàþùèõ ìîðôèçìîâ (ωϕ)X = ωXϕ íåéòðîáèíàðíûõ îïåðàöèé (µϕ)X =

µXϕ îáúåêòîâ Xϕ , X ∈ ObD , ñîãëàñîâàííûõ ñ ìîðôèçìàìè XfY êàòåãîðèè D :

ωXϕfϕ = fϕωY ϕ, åñëè ϕ êîâàðèàíòíî,

fϕωXϕ = ωY ϕf
ϕ, åñëè ϕ êîíòðàâàðèàíòíî.

Ïîýòîìó â îòîáðàæåíèÿõ âûâîäà òèï 0 ìîæíî çàìåíèòü îáùèì òèïîì T â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî äëÿ T3 = 1 îáúåêòû êàòåãîðèè C èìåþò õîòÿ áû îäíó òî÷êó.

7. à) Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìîðôèçìà ϕwψ êàòåãîðèè F(D, C) ñ áèíàðíûìè îïåðà-

öèÿìè µϕ , µψ , à òàêæå ñ íåéòðàëüíûìè ýíäîìîðôèçìàìè θϕ , θψ è îáðàùàþùèìè ýíäî-

ìîðôèçìàìè ωϕ , ωψ ýòèõ îïåðàöèé (â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ):

(w × w)µψ = µϕw, wθψ = θϕw, wωψ = ωϕw
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ñîîòâ. ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè ìîðôèçìîâ (Xϕ)wX (Xψ) êàòåãîðèè C ñ

áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè µXϕ , µXψ , èõ íåéòðàëüíûìè θXϕ , θXψ è îáðàùàþùèìè ýíäîìîð-

ôèçìàìè ωXϕ , ωXψ (ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ):

(wX × wX)µXψ = µXϕwX , wXθXψ = θXϕwX , wXωXψ = ωXϕwX , X ∈ ObD.

Ïîýòîìó, åñëè w � ìîðôèçì êàòåãîðèè F(D, CT ) , òî ñîïîñòàâëÿåìûé åìó ìîðôèçì wc

ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè F(D, C)T . Îáðàòíî, åñëè T3 = 1 è êàòåãîðèÿ C óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì 6 ä), òî âñÿêèé ìîðôèçì w êàòåãîðèè F(D, C)T èíäóöèðóåò ìîðôèçì êàòåãîðèè

F(D, CT ) . Îïðåäåëÿåìûå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ìåæäó MorF(D, CT ) è MorF(D, C)T

âçàèìíî îáðàòíû.

Òåîðåìà 5.3.1. Îòîáðàæåíèÿ

ObF(D, CT ) 3 ϕ̃ −→ (ϕ, µϕ) ∈ ObF(D, C)T

MorF(D, CT ) 3 ϕ̃wψ̃ −→ (ϕ, µϕ)wc (ψ, µψ) ∈ MorF(D, C)T

èíúåêòèâíû è îïðåäåëÿþò êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð F(D, CT )eF(D, C)T . Ýòîò ôóíêòîð

îáðàòèì, åñëè (i) T3 = T4 = 0 èëè (ii) â êàòåãîðèè C ñóùåñòâóåò ôèíàëüíûé îáúåêò F

è ìîðôèçì èç F â ëþáîé îáúåêò C .

Òåîðåìó ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàä êàòåãî-

ðèåé C .
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Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå áèðàöèî-

íàëüíîãî òèïà àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ áèðàöèîíàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, áèðàöèîíàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ïðî-

èçâîäèòñÿ íà îñíîâå äèñêðåòíîãî áèðàöèîíàëüíîãî èíâàðèàíòà � ðîäà êðèâîé ([105], [72],

[91], [92]). Èññëåäîâàíû òàêæå áèðàöèîíàëüíûå òèïû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ([114]).

Íî äëÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé óæå âîïðîñ ðàöèîíàëüíîñòè è óíèðàöèîíàëüíîñòè êó-

áèêè â P4 îêàçàëñÿ î÷åíü òðóäíûì è áûë ðåøåí â 1972 ãîäó Êëåìåíñîì è Ãðèôôèòñîì

ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà ([81]). Íå òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå, íî è â ðÿ-

äå äðóãèõ (íàïðèìåð, ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ êâàäðèê, ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè [110], [112], [76],

[77]) ñðåäíèé ÿêîáèàí âîçíèêàåò êàê ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ êðèâûõ

è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îòëè÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà îò ÿêîáèàíà êðèâîé. Â ýòîì

âîïðîñå îñíîâîïîëàãàþùèì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ìàìôîðäà ([101]).

Òåîðåìà 5.3.2. Ïóñòü π : C̃ → C � íåðàçâåòâëåííîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå êðèâûõ,

(P,Ξ) � ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà. Òîãäà, åñëè ðîä

g(C) ≥ 5 è êðèâàÿ C íå ãèïåðýëëèïòè÷íà, òî dim singΞ ≤ g − 5, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

dim singΞ = g − 5 âîçìîæíî òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) C - òðèãîíàëü, ò.å. òðåõëèñòíîå íàêðûòèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé;

2) C � ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ò.å. äâóëèñòíîå íàêðûòèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé;

3) C � íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 5;

4) C � íåêàÿ ñïåöèàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 5.

Ãëàâíàÿ öåëü âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè � èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ ñîâïàäåíèÿ ìíîãîîá-

ðàçèé Ïðèìà ñ ÿêîáèàíàìè êðèâûõ.



Ãëàâà 6

Ïðèìèàíû äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Â ýòîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòåé [1] è [2] àâòîðà.

6.1 Ïðèìèàíû íåðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ïóñòü X � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , äâóëèñòíî íàêðûâàþùàÿ P1 ñ òî÷êàìè

âåòâëåíèÿ eo, ..., e2g+1 , ψ : X → J(X) êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå â ÿêîáèåâî ìíîãîîáðàçèå.

Ïðîîáðàçû êàíîíè÷åñêîãî êëàññà îòíîñèòåëüíî èçîãåíèè ½óäâîåíèÿ“ ÿêîáèàíà íàçûâàþòñÿ

ïîëîâèíêàìè êàíîíè÷åñêîãî êëàññà. Èõ âñåãî 22g øòóê [99].

Ïðåäëîæåíèå 6.1.1. Íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé X ðîäà G ñóùåñòâóåò

µg = 22g −

 2g + 1

g


ýôôåêòèâíûõ ïîëîâèíîê êàíîíè÷åñêîãî êëàññà. Èõ ïðåäñòàâèòåëè îäíîçíà÷íî ïðèâîäÿò-

ñÿ ê âèäó

Da =

2g+1∑
r=0

arer
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ãäå ar = 0 èëè 1 ïðè r ≥ 1, a0 = g − 1−
∑2g+1

r=1 ar .

Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 6.1.1 ëþáàÿ ðàçíîñòü ýôôåêòèâíûõ ïîëîâèíîê êàíîíè÷å-

ñêîãî êëàññà ïðèâîäèìà ê âèäó

Br =
∑
r′∈R′

er′ −
∑

r∈R−R′

er

ãäå

R′ ⊂ R ⊂ {0, 1, ..., 2g + 1}, |R′| = 1

2
|R| ≤ g − 1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïëîñêîé ìîäåëüþ

y2 =

2g+1∏
r=0

(x− er)

êðèâîé X è ïðèìåíèâ òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà, ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 6.1.2. Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ãðóïïîé J2(X) ýëåìåíòîâ âòîðîãî

ïîðÿäêà ÿêîáèàíà J(X) è ïàðàìè âçàèìíî äîïîëíÿþùèõ ïîäìíîæåñòâ

R,R ⊂ {e0, ..., e2g+2}

÷åòíîé ìîùíîñòè.

Ðàññìîòðèì íåðàçâåòâëåííîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå ϕ : X̃ → X , êàêîâûå âñå ïàðà-

ìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè J2(X) , ïðè÷åì íàêðûòèþ ϕ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé

ýëåìåíò

σ ∈ ker ϕ∗, ϕ∗ : J(X)→ J(X̃)

(ñì. íàïð. [52]). Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 6.1.2 òî÷êå σ ñîîòâåòñòâóåò ïàðà

R = {e0, ..., e2k−1}, R = {e2k, ..., e2g+2}.

Ïóñòü X ′ è X ′′ � ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ðàçâåòâëåííûå íàä R è R ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàññëîåííûõ ïðîèçâåäåíèé

ϕ′ : X ′ ×P1 X → X ′, ϕ′′ : X ×P1 X ′′ → X ′′
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çàäàþò íåðàçâåòâëåííûå äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ. Åñëè X � ïëîñêàÿ ìîäåëü, òî, íàïðèìåð,

X ′ áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

v2 =
∏
r∈R

(u− er)

è, ïîäíÿâ ôóíêöèþ

F =
v∏k−1

r=0(u− er)
íà X ′ ×P1 X , ïîëó÷èì

(ϕ′)∗(BR) = ((ϕ′)∗(F )).

Àíàëîãè÷íî (ϕ′′)∗(σ) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X̃

ϕ′ ↙ ϕ ↓ ↘ ϕ′′

X ′ X X ′′

π′ ↘ π ↓ ↙ π′′

P1

ãäå X̃ = X ′ ×P1 X = X ×P1 X ′′ = X ′ ×P1 X ′′.

Òåîðåìà 6.1.3. Ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà

Pr[X̃ → X] = (J(X ′)⊕ J(X ′′), θ(X ′)× J(X ′′) + J(X ′)× θ(X ′′)).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçëîæèì â ñåðèþ ëåìì.

Ëåììà 6.1.4. ϕ∗(J(X)) ñîäåðæèòñÿ â ÿäðàõ ker ϕ′∗ è ker ϕ′′∗ , ãäå

ϕ′∗ : J(X̃)→ J(X ′), ϕ′′∗ : J(X̃)→ J(X ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð, îòîáðàæàþùèéñÿ â x ∈ J(X) ïðè

êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè ψ : X → J(X) . Òîãäà D′ = ϕ′∗(ϕ
∗(D)) îòîáðàæàåòñÿ â ϕ′∗(ϕ

∗(x))

ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè ψ′ : X ′ → J(X ′) . Âçÿâ e0 â êà÷åñòâå áàçèñíîé òî÷êè âëîæåíèÿ

ψ′ , ïîëó÷èì

ψ′(D′) = cl(D′ − degD′ · e0),
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èáî iπ′(D
′) = D′ .

Ñëåäñòâèå 6.1.5. ϕ∗(J(X)) ⊂ ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗).

Ëåììà 6.1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ ϕ∗(J(X))→ J(X̃)→ J(X ′)⊕ J(X ′′)→ 0

òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

J(X ′)⊕ J(X ′′) = J(X̃)/ ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗),

ñëåäîâàòåëüíî,

dim ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗) = g.

Òàê êàê dimϕ∗(JX)) = g , òî íà îñíîâàíèè ëåììû 6.1.4 ϕ∗(J(X)) ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåí-

òîé ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗) . ßêîáèåâî ìíîãîîáðàçèå J(X̃) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð óíèâåðñàëüíîé

íàêðûâàþùåé W̃ = Cg ïî ïîëíîé ðåøåòêå ïåðèîäîâ Ũ . Îòîáðàæåíèå ϕ′∗ ⊕ϕ′′∗ îïðåäåëÿåò

ïîäïðîñòðàíñòâî W̃ 0 òàêîå, ÷òî

ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗) = W̃ 0/W̃ 0 ∩ Ũ .

Çíà÷èò ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗) íåïðèâîäèìî êàê ìíîãîîáðàçèå.

Ëåììà 6.1.7. Ìíîãîîáðàçèå Pr èçîìîðôíî J(X ′)⊕ J(X ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó, èçîáðàæåííóþ íà ñëåäóþùåé

ñòðàíèöå (îòîáðàæåíèå χ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì êîììóòàòèâíîñòè ýòîé äèà-

ãðàììû).

Ëåììà 6.1.4 äàåò

(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗)((I − iϕ)x̃) = 2(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗)(x̃).

Îïðåäåëèì

τ(y) = (ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗)((I − iϕ)−1(y)).
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Îòîáðàæåíèå τ îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, èáî

ker(ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗) = ker(I − iϕ) = ϕ∗(J(X)),

è ñþðúåêòèâíî, èáî, êàê ïîêàçàíî, χ � èçîãåíèÿ ½óäâîåíèÿ“.

0

↓

ϕ∗(J(X))

↓

0→ ϕ∗(J(X)) −→ J(X̃)
I−iϕ−→ Pr → 0

ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗ ↓ τ ↙ ↓ ϕ′∗ ⊕ ϕ′′∗

J(X ′)⊕ J(X ′′)
χ→ J(X ′)⊕ J(X ′′)

↓

0

Ëåììà 6.1.8. Ïðè èçîìîðôèçìå τ êàíîíè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè θ íà Pr ñîîòâåòñòâóåò

ïîëÿðèçàöèÿ θ(X ′)× J(X ′′) + J(X ′)× θ(X ′′) íà J(X ′)⊕ J(X ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P0 � òàêàÿ òî÷êà X̃ , ÷òî

dim |(g − 1)(P0 − i(P0))|

íå÷åòíà äëÿ i = iϕ′ èëè iϕ′′ . Î÷åâèäíî,

ϕ∗((g − 1)(P0 − i(P0))) ∈ KX .

Òîãäà ñîãëàñíî [110] êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè W0 äèâèçîðà (g−1)(P0−i(P0)) â W ⊂ S2g−2(X̃) ,

îòîáðàæàþùàÿñÿ ïðè ϕ∗ â KX , áóäåò îòîáðàæàòüñÿ íà Pr ïðè

ψ : S2g−2(X̃)→ J(X̃), ψ(D) = cl(D − (g − 1)(P0 − i(P0))).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îòîáðàæåíèè W0 íà J(X ′)⊕ J(X ′′) ïîëó÷èì θ(X ′)×

J(X ′′) + J(X ′) × θ(X ′′)) . Îáùèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ ψ îäíîìåðåí. Â êàæäîì ñëîå ìîæíî
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âûáðàòü äèâèçîð D̃+P0 + i(P0) , deg D̃ = 2g−4 , îòîáðàæàþùèéñÿ â êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð

íà X . Çíà÷èò

D̃ = D̃1 + iϕ′(D̃1) + D̃2 + iϕ′′(D̃2) = (ϕ′)∗(D′) + (ϕ′′)∗(D′′),

ãäå degD′ + degD′′ = g − 2 . Îòñþäà îáðàç (D′, D′′) â J(X ′)⊕ J(X ′′) ëåæèò â

θ(X ′)× J(X ′′) + J(X ′)× θ(X ′′)

.

Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé ïàðû äèâèçîðîâ

(D′, D′′), degD′ + degD′′ = g − 2

èìååì

cl((ϕ′)∗(D′) + (ϕ′′)∗(D′′)− iϕ((ϕ′)∗(D′) + (ϕ′′)∗(D′′))) =

cl(2((ϕ′)∗(D′) + (ϕ′′)∗(D′′))− (g − 2)(P0 + iϕ(P0) + iϕ′(P0) + iϕ′′(P0))

è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå íà θ(X ′)× J(X ′′) + J(X ′)× θ(X ′′) .

6.2 Ñâîäêà îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ñîãëàøåíèé

Â îñòàëüíûõ ïàðàãðàôàõ ýòîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî

íàêðûòèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèï-

òè÷åñêèì ÿêîáèàíîì. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñëîÿ îòîáðàæå-

íèÿ Ïðèìà èç ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé äâóëèñòíûõ íàêðûòèé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ â ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ìû áóäåì ñëåäîâàòü îáîçíà÷åíèÿì Ä. Ìàìôîðäà [101]. Áóêâîé C ñ ðàçëè÷íûìè ìåò-

êàìè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êðèâûå, êîòîðûå âñåãäà ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëíûìè è íåîñîáûìè.

Âíîâü âîçíèêàþùèå êðèâûå (íàïðèìåð, êàê ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ) ñ÷èòàþòñÿ íîð-

ìàëèçîâàííûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿðèçîâàííûå ÿêîáèàíû îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç (J, θ) ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòêàìè.
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Ïóñòü

π : C̃ → C (6.2.1)

� äâóëèñòíîå íàêðûòèå, ò. å. àññîöèèðîâàííîå îòîáðàæåíèå ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

π∗ : R(C)→ R(C̃) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì.

Êàæäîìó íàêðûòèþ (6.2.1) ñîïîñòàâëÿþòñÿ:

(I) ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ÷åòíîé ñòåïåíè áåç êðàòíûõ êîìïîíåíò � äèâèçîð âåòâëåíèÿ

W̃ íà C̃ (èëè π∗(W̃ ) = W íà C );

(II) åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëîâèíêà U äèâèçîðà W

òàêàÿ, ÷òî π∗(U) ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíî W̃ .

Åñëè R(C̃) = R(C)(
√
f) , ãäå f ∈ R(C) , òî (f) = W − 2U è (

√
f) = W̃ − π∗(U) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cov2 ñîâîêóïíîñòü êðèâûõ ñ èíâîëþöèåé, ò. å. âñåõ äâóëèñòíûõ íà-

êðûòèé (6.2.1) ÷åðåç Cov2
C � ñîâîêóïíîñòü äâóëèñòíûõ íàêðûòèé (6.2.1) ñ ôèêñèðîâàííîé

êðèâîé C è ÷åðåç Cov2
C(W ) � ñîâîêóïíîñòü äâóëèñòíûõ íàêðûòèé (6.2.1) ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè êðèâîé C è äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ íà íåé W .

Ó ò â å ð æ ä å í è å. Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ Y ìåæäó îáúåêòàìè π : C̃ → C èç Cov2

è òðîéêàìè (C,W,U) , ãäå C � êðèâàÿ, W � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ÷åòíîé ñòåïåíè áåç

êðàòíûõ êîìïîíåíò íà C , à U � ïîëîâèíêà W .

Ïîñêîëüêó íà êðèâîé ðîäà g(C) = g ëþáîé äèâèçîð èìååò 22g íåýêâèâàëåíòíûõ ïîëî-

âèíîê, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6.2.1. |Cov2
C(W )| = 22g .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè W = 0 óòâåðæäåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò: íåðàç-

âåòâëåííûå äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ êðèâîé âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì âòî-

ðîãî ïîðÿäêà åå ÿêîáèàíà (ñì. [52], [110]).

Íàêðûòèå (6.2.1) èíäóöèðóåò äâà ãîìîìîðôèçìà ÿêîáèàíîâ êðèâûõ

ϕ = π∗ : J → J̃ Mm = π∗ : J̃ → J

êîòîðûå äóàëüíû äðóã äðóãó,

ϕ̂ = λθ ·Nm · λ−1

θ̃
, N̂m = λθ̃ · ϕ · λ

−1
θ ,
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è, êðîìå òîãî, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Nm · ϕ = 2J , ϕ ·Nm = 1J̃ + i.

Çäåñü ϕ̂, N̂m � äóàëüíûå îòîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé,

λθ : J → J̃ , λθ̃ : J̃ → ˆ̃J

êàíîíè÷åñêèå ãëàâíûå ïîëÿðèçàöèè ÿêîáèàíîâ (ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D

λD(x) = cl(T ∗xD −D),

ãäå Tx � ñäâèã íà ýëåìåíò x ÿêîáèàíà), i � èíâîëþöèÿ íà J̃ , èíäóöèðîâàííàÿ ïåðåñòàâëå-

íèåì ëèñòîâ íàêðûòèÿ π . Èç âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ∗(λθ̃) := ϕ̂ · λθ̃ · ϕ = 2λθ̃, Nm∗(λθ) := N̂m · λθ ·Nm = λθ̃ · (1j̃ + i).

Ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà íàêðûòèÿ (6.2.1) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (P, ρ) . Ïî

îïðåäåëåíèþ

P := (kerNm)0 = ker(1J̃ + i)0 = imF (1J̃ − i)

åñòü íå÷åòíàÿ ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ J̃ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè i , ïðè÷åì i|P :=

−1 , òîãäà i|ϕ(J) = +1 . Ïîëó÷àåì èçîãåíèþ

σ = (ϕ, 1P ) : J × P → J̃

è ïîëÿðèçàöèÿ ρ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

σ∗(λθ̃) = (2λθ)× ρ.

Äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ êðèâûõ îáðàçóþò êàòåãîðèþ ñ ñîâîêóïíîñòüþ îáúåêòîâ Cov2 .

Ìîðôèçìîì îáúåêòà π : C̃ → C â îáúåêò π′ : C̃ ′ → C ′ áóäåò ïàðà ñîãëàñîâàííûõ îòîáðà-

æåíèé êðèâûõ

α̃ : C̃ → C̃ ′, α : C → C ′,

äàþùèõ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
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C̃
α̃−→ C̃ ′

π ↓ ↓ π′

C
α−→ C ′

Òîãäà ñîïîñòàâëåíèå äâóëèñòíîìó íàêðûòèþ åãî ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà îïðåäåëÿåò äâà

ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè äâóëèñòíûõ íàêðûòèé êðèâûõ â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ìíîãîîáðà-

çèé: 1) êîâàðèàíòíûé: P∗(α̃, α) : Pπ → Pπ′ òàêîé, ÷òî

P∗(α̃, α) = α̃∗|Pπ = (1− iπ′) · α̃∗ · (1− iπ)−1;

2) êîíòðàâàðèàíòíûé: P ∗(α̃, α) : Pπ′ → Pπ òàêîé, ÷òî

P ∗(α̃, α) = α̃∗|Pπ′
= (1− iπ) · α̃∗ · (1− iπ′)−1.

Êàê áóäåò âèäíî èç òåîðåìû 6.3.7, ïîëÿðèçàöèþ ýòè ôóíêòîðû íå ñîõðàíÿþò.

Âñþäó â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä íàêðûòèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ

äâóëèñòíîå íàêðûòèå êðèâûõ.

Îñíîâíîå ïîëå k ñ÷èòàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì è äî ïàð. 5 ëþáîé õàðàêòåðèñòè-

êè p 6= 2 , à â ïàð. 5 k = C .

6.3 Áàøíè ñ êëåéíîâîé ãðóïïîé Ãàëóà

Â CovC ìîæíî ââåñòè ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü π : C̃ → C è π′ : C̃ ′ → C � ýëåìåíòû èç CovC . Ðàññìîòðèì ðàññëîåííîå

ïðîèçâåäåíèå ˜̃C = C̃×C C̃ ′ . Îíî äîïóñêàåò äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ π̃ : ˜̃C → C̃ è π̃′ : ˜̃C → C̃ ′ ,

ÿâëÿþùèåñÿ ïðîåêöèÿìè íà ïåðâûé è âòîðîé ñîìíîæèòåëè ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïà Ãàëóà

Gal( ˜̃C/C) èçîìîðôíà ãðóïïå Êëåéíà K = Z/2Z×Z/2Z . Êàæäûé èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

ýòîé ãðóïïû äåéñòâóåò èíâîëþòèâíî íà ˜̃C . Ôàêòîðèçóÿ ˜̃C ïî ýòèì èíâîëþöèÿì, ïîëó÷àåì

áàøíþ êðèâûõ è íàêðûòèé
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˜̃C

π̃ ↙ π̃′ ↓ ↘ π̃′′

C̃ C̃ ′ C̃ ′′ (∗)

π ↘ π′ ↓ ↙ π′′

C

Ïî îïðåäåëåíèþ π + π′ = π′′ . Áåç òðóäà äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 6.3.1. Ïóñòü

Y (π) = (W,U), Y (π′) = (W ′, U ′), Y (π′′) = (W ′′, U ′′),

à (W.W ′) îçíà÷àåò îáùóþ ÷àñòü äèâèçîðîâ W è W ′ . Òîãäà

W ′′ = W +W ′ − 2(W,W ′), U ′′ = U + U ′ − (W,W ′).

Èç ëåììû 6.3.1 ñëåäóåò, ÷òî CovC îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó ïîêàçàòåëÿ 2 ñ ðàñïàäàþ-

ùèìñÿ íàêðûòèåì â êà÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà. Çíà÷èò, òåðíàðíîå îòíîøåíèå π+π′ = π′′

ñèììåòðè÷íî è

˜̃C = C̃ ×C C̃ ′ = C̃ ×C C̃ ′′ = C̃ ′ ×C C̃ ′′

Èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå íà íåðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèÿõ CovC(0) ñîâïàäàåò ñî ñëîæåíè-

åì òî÷åê âòîðîãî ïîðÿäêà íà ÿêîáèàíå.

Ââåäåì òîïîëîãèþ â CovC . Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå S2n(C) êðèâîé

C è åãî 22n -ëèñòíîå íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

˜S2n(C)→ S2n(C), αα(W,U) 7→ W, 2U ≡ W

Òîãäà

CovC =
∞⋃
n=0

CovC(2n),

ñ CovC(2n) = {(W,U) | degW = 2n} ïîëó÷àþùèìñÿ îãðàíè÷åíèåì âûøåóêàçàííîãî íà-

êðûòèÿ íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà S2n(C) òàêèõ òî÷åê W , êîòîðûå íå ñîäåð-

æàò êðàòíûõ êîìïîíåíò.
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Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ k < n è D ∈ Sn−k(C) îïðåäåëåíû âëîæåíèÿ

αn,kD : CovC(2k)→ ˜S2n(C), (W,U) 7→ (W + 2d, U +D).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ˜S2n(C)
f
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ˜S2n(C) ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè:

(W,U) ≈ (W ′, U ′) ⇔ W −W ′ = 2(D −D′), U − U ′ = D −D′.

Òîãäà

˜S2n(C)
f

=
n⋃
k=0

CovC(2k), n = 1, 2, ...

îáðàçóþò èíäóêòèâíîå ñåìåéñòâî

˜S2n(C)
f
→ ˜S2n+2(C)

f
, 〈W,U〉 7→ 〈W + 2P,U + P 〉

(çäåñü 〈, 〉 îçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, P òî÷êà C ). Ïåðåéäÿ ê èíäóêòèâíîìó ïðåäåëó,

ïîëó÷àåì

CovC = limind{ ˜S2n(C)
f
}.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ π + π′ = π′′ íåïðåðûâíà âî ââåäåííîé òî-

ïîëîãèè, è CovC ïðåâðàùàåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó. Â ÷àñòíîñòè, ñîâîêóïíîñòü âñåõ

äâóëèñòíûõ íàêðûòèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó.

Ïîäîéäåì ê áàøíå (*) ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðû-

òèé êðèâûõ

˜̃C
π̃−→ C̃

π−→ C (6.3.1)

ñ àññîöèèðîâàííûìè êâàäðàòè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

R(C) ↪→ R(C̃) ↪→ R( ˜̃C).

Ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå π · π̃ ÷åòûðåõëèñòíî, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì

íàêðûòèåì, èáî êîìïîçèöèÿ äâóõ íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé íå îáÿçàíà áûòü íîðìàëüíûì

ðàñøèðåíèåì.

Äëÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ G = Autr(C)R( ˜̃C) èìååì

2 ≤ |Gal(R( ˜̃C)/R(C))| ≤ |G| ≤ [R( ˜̃C) : r(C)] = 4.
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Î÷åâèäíî, ÷òî |G| = 4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R( ˜̃C)/R(C) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

Ãàëóà è ñêâîçíîå íàêðûòèå ˜̃C → C àáåëåâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì |G| = 4 . Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà

Òåîðåìà 6.3.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ãðóïïà Ãàëóà êîìïîçèöèè íàêðûòèé 6.3.1 èçîìîðôíà K;

(ii) íà ˜̃C ñóùåñòâóþò òðè êîììóòèðóþùèå èíâîëþöèè i, i′, i′′ , ïðè÷åì i = i′ · i′′ ;

(iii) ñóùåñòâóåò áàøíÿ êðèâûõ è íàêðûòèé (*);

(iv) ˜̃C = C̃ ×C C̃ ′ = C̃ ×C C̃ ′′ = C̃ ′ ×C C̃ ′′ ;

(v) åñëè Y (π) = (W,U), Y (π′) = (W ′, U ′), Y (π′′) = (W ′′, U ′′), òî W ′′ = W +

W ′ − 2(W,W ′), U ′′ = U + U ′ − (W,W ′).

Ñëåäñòâèå 6.3.3. π̃∗ · iπ̃′ = iπ · π̃∗ , π̃∗ · iπ = iπ̃′ · π̃∗ . Ïî ñèììåòðèè àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà

âåðíû äëÿ äðóãèõ íàêðûòèé è èíâîëþöèé áàøíè (*).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå ïðîñòî âûâîäèòñÿ èç óñëîâèÿ (iv). Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèÿ

ñëåäñòâèÿ èíäóöèðóþò òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ íà ÿêîáèàíàõ.

Ðîäû êðèâûõ, îáðàçóþùèõ áàøíþ (*), ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

g(C̃) + g(C̃ ′) + g(C̃ ′′) = g( ˜̃C) + 2g(C),

êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé ëåììû (ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Ãóðâèöà).

Ëåììà 6.3.4. Ïóñòü èìååòñÿ áàøíÿ (*) è

Y (π̃′) = (W̃ ′, Ũ ′), Y (π′) = (W ′, U ′), Y (π′′) = (W ′′, U ′′).

Òîãäà

W̃ ′ = (π′)∗(W ′′ − (W ′,W ′′)),

à

Ũ ′ ≡ (π′)∗(U ′′)− 1

2
(π′)∗(W ′,W ′′)
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ïðè C 6= P1 è

Ũ ′ ≡
∑
r

αrQ
′
r, π′∗(

∑
r

Q′r) = (W ′,W ′′) ∨ W ′ − (W ′,W ′′)

ïðè C = P1 (αr - íå÷åòíû).

Ïî ñèììåòðèè àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ π è π′′ .

Çäåñü, ïîñêîëüêó W ′ > (W ′,W ′′) , äèâèçîð (π′)∗(W ′,W ′′) óäâîåííûé è 1
2
(π′)∗(W ′,W ′′)

îçíà÷àåò åãî êàíîíè÷åñêóþ ïîëîâèíêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé C = P1 ðàçáèðàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùåãî

ïàðàãðàôà, à ñëó÷àé C 6= P1 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Èç ëåììû 6.3.4 ñëåäóþò äâà íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áàøíè (*) äëÿ êîì-

ïîçèöèè íàêðûòèé ˜̃C → C̃ → C :

1) Wπ̃ = iπ̃(Wπ̃); 2)(π∗(Wπ̃),Wπ) = 0.

Ýòè óñëîâèÿ è äîñòàòî÷íû ïðè C = P1 , íî íå â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 6.3.5. Åñëè êîìïîçèöèÿ íàêðûòèé ˜̃C
π̃→ C̃

π→ C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1),

2) è π ðàçâåòâëåíî, òî áàøíÿ (*) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π∗(Uπ̃) ≡
1
2
π∗(Wπ̃) (êàíîíè÷åñêàÿ ïîëîâèíêà äâóêðàòíîãî äèâèçîðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò áàøíÿ êðèâûõ (*). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 6.3.4

π∗(Uπ̃) = π∗π
∗(U ′)− 1

2
(W,W ′)) =≡ W ′ − (W,W ′) =

1

2
π∗(Wπ̃).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàññëîåííûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå êîìïîçèöèè,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ π∗(Uπ̃) ≡ 1
2
π∗(Wπ̃) .

Çàôèêñèðóåì π : C̃ → C è äèâèçîð Wπ̃ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1)è 2). Ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ èç óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâóåò 22g(C̃) äâóëèñòíûõ íàêðûòèé êðèâîé C̃ ñ äèâèçî-

ðîì âåòâëåíèÿ Wπ̃ è îíè íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîâèíêàìè Uπ̃ äèâè-

çîðà Wπ̃ . Òîãäà 2π∗(Uπ̃) = π∗(Wπ̃) . Íî ëþáîé äèâèçîð íà C èìååò 22g(C) íåýêâèâàëåíò-

íûõ ïîëîâèíîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè ýïèìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ π∗ : J̃2 → J2 ,
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ãäå J̃2, J2 � òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷èñëî äâóëèñòíûõ íàêðûòèé π̃ : ˜̃C → C̃ òàêèõ, ÷òî

π∗(Uπ̃) = 1
2
π∗(Wπ̃) ðàâíî 22g(C̃)−2g(C) .

Äàëåå, áàøíè (*) ñ ôèêñèðîâàííûìè π : C̃ → C è äèâèçîðîì W̃ âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ

π̃ áèåêòèâíû ìíîæåñòâó íàáîðîâ {(W ′, U ′), (W ′′, U ′′)} , ãäå W ′ > 1
2
π∗(Wπ̃),W

′′ > 1
2
π∗(Wπ̃)

÷åòíîé ñòåïåíè è

(W ′ − 1

2
π∗(Wπ̃)) + (W ′′ − 1

2
π∗(Wπ̃)) = Wπ,

à U ′, U ′′ � ïîëîâèíêè W ′,W ′′ , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ U ′|U ′′− 1
2
π∗(Wπ̃) . Ïîëó÷àåì,

÷òî ÷èñëî òàêèõ áàøåí 2degWπ−2+2g(C) = 22g(C̃)−2g(C) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðàçâåòâëåííîñòè íàêðûòèÿ π ñóùåñòâåííî. Êîíñòðóêöèÿ ñëåäó-

þùåãî ïàðàãðàôà äàåò êîíòðïðèìåð, êîãäà π íåðàçâåòâëåííî.

Êàíîíè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Ïðèìà, îïðåäåëåííàÿ â ïàð. 2, íå ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíîé. Ãîìîìîðôèçì ρ : P → P̂ èìååò ÿäðî ker ρ = π∗(J2) , ãäå J2 � òî÷êè âòîðîãî

ïîðÿäêà ÿêîáèàíà êðèâîé C .

Îäíàêî, åñëè π ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì èëè ðàçâåòâëåííî òîëüêî â äâóõ

òî÷êàõ, òî ρ = 2λΞ , ãäå λΞ óæå ãëàâíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ.

Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ èìååì ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà (P,Ξ)) (ñì.

[101]). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà îïðåäåëåíî åùå

â îäíîì ñëó÷àå, à èìåííî, äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ:

π : C → P1 ⇒ (P,Ξ) = (JC , θC).

Â ïàð. 1 íàñòîÿùåé ãëàâû ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò äèàãðàììà (*) ñ C = P1 ' è

íåðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì π̃ , òî

(Pπ̃,Ξπ̃) = (Jπ′ , θπ′)× (Jπ′′ , θπ′′)

Ìû äàäèì îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà â òåîðåìå 6.3.7.

Ëåììà 6.3.6. Áàøíÿ êðèâûõ è íàêðûòèé (*) èíäóöèðóåò áàøíþ ÿêîáèåâûõ ìíîãîîáðàçèé
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˜̃J

ϕ̃↗ ϕ̃′ ↑ ↖ ϕ̃′′

J̃ J̃ ′ J̃ ′′ (∗∗)

ϕ↖ ϕ′ ↑ ↗ ϕ′′

J

Åñëè ϕ̃ � âëîæåíèå, òî

ϕ̃(J̃) ∩ ϕ̃′(J̃ ′) = ϕ̃(ϕ(J)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå

ϕ̃ϕ(J) ⊂ ϕ̃(J̃) ∩ ϕ̃′(J̃ ′)

î÷åâèäíî. Ïóñòü

˜̃x = ϕ̃(x̃) = ϕ̃′(x̃′).

Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 6.3.2

ϕ̃ · iπ(x̃) = iπ̃′ · ϕ̃(x̃) = ˜̃x = ϕ̃(x̃).

Åñëè ϕ̃ èíúåêòèâíî, òî iπ(x̃) = x̃ , ò. å. x̃ ∈ ker(1− iπ) . Òàê êàê

˜̃x = ϕ̃(x̃) ∈ Im ϕ̃′ = ker(1− iπ̃′)0

è ϕ̃ � âëîæåíèå, òî è

x̃ ∈ ker(1− iπ)0 = Imϕ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ϕ̃ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π̃ � ðàçâåòâëåííîå

íàêðûòèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ker ϕ̃ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, ÿâëÿþ-

ùèéñÿ òî÷êîé âòîðîãî ïîðÿäêà íà J̃ (ñì. [101], [110]).

Òåîðåìà 6.3.7. Åñëè â áàøíå (*) âñå íàêðûòèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, π̃ ðàç-

âåòâëåíû, òî

(ϕ̃′ + ϕ̃′′) : Pπ′ × P ′′
π → Pπ̃



6.3. Áàøíè ñ êëåéíîâîé ãðóïïîé Ãàëóà 151

ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé ñ ÿäðîì

ker(ϕ̃′ + ϕ̃′′) = (ϕ′, ϕ′′)(J2(C)).

Ïðè ýòîì

(ϕ̃′ + ϕ̃′′)∗(ρπ̃) = 2(ρπ′ , ρπ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî èç ôóíêòîðèàëüíîñòè P (ñì. ïàð. 2) îáðàç (ϕ̃′+ ϕ̃′′)(pπ′×

Pπ′′) ëåæèò â Pπ̃ . Äàëåå, èç [101] èçâåñòíî, ÷òî Pπ′ è ϕ′(J) ïåðåñåêàþòñÿ ïî ϕ′(J2) (àíà-

ëîãè÷íî Pπ′′ ∩ ϕ′′(J) = ϕ′′(J2)). Èç ëåììû 6.3.6 ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ̃′(Pπ′) ∩ ϕ̃′′(Pπ′′) = (ϕ̃′ · ϕ′)(J2) = (ϕ̃′′ · ϕ′′)(J2)

Çíà÷èò ker(ϕ̃′ + ϕ̃′′) = (ϕ′, ϕ′′)(J2(C)) .

Òàê êàê dim(Pπ′ × Pπ′′) = dimPπ̃ è Pπ̃ � íåïðèâîäèìî, òî (ϕ̃′ + ϕ̃′′) � èçîãåíèÿ.

Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå íà ïîëÿðèçàöèè. Èìååòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà (ν � âëî-

æåíèÿ)

Pπ′
ν−→ J̃ ′

2λθ̃′−→ ˆ̃J ′
ν̂−→ P̂π′

ϕ̃′ ↓ ϕ̃′ ↓ ↑ ˆ̃ϕ′ ↑ ˆ̃ϕ′

Pπ̃
ν−→ ˜̃J

2λ ˜̃
θ−→

ˆ̃̃
J

ν̂−→ P̂π̃

ϕ̃′′ ↑ ϕ̃′′ ↑ ↓ ˆ̃ϕ′′ ↓ ˆ̃ϕ′′

Pπ′
ν−→ J̃ ′

2λθ̃′−→ ˆ̃J ′
ν̂−→ P̂π′

Îòñþäà

(ϕ̃′)∗(ρ̃π) = ˆ̃ϕ′ · ν̂ · λ ˜̃
θ
· ν · ϕ̃′ = ν̂ · 2λθ̃′ · ν = 2ρπ′ .

Àíàëîãè÷íî (ϕ̃′′)∗(ρ̃π) = 2ρπ′′ .

Ïóñòü, äàëåå, ˜̃x = (ϕ̃′ + ϕ̃′′)(x̃′, 0) . Ïîñêîëüêó ˆ̃ϕ′′ · ρπ̃ · ϕ̃′′ = ( ˆ̃ϕ′′)∗(ρπ̃ , èìååì

ˆ̃ϕ′′ρπ̃(˜̃x) = ( ˆ̃ϕ′′)∗(ρπ̃((ϕ̃
′′)−1) · (ϕ̃′ + ϕ̃′′)(x̃′, 0)) = 0

ò. å. Pπ′ → P̂π′′ � íóëåâîå îòîáðàæåíèå. Ïî äâîéñòâåííîñòè è Pπ′′ → P̂π′ � íóëåâîå îòîáðà-

æåíèå.
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Ñëåäñòâèå 6.3.8. Åñëè C = P1 è degWπ̃ ≤ 2 òî

(pπ̃,Ξπ̃) = (JC′ , θC′)× (JC′′ , θC′′),

ãäå ïîä ïðîèçâåäåíèåì ïîëÿðèçîâàííûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëÿðè-

çîâàííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

(JC′ × JC′′ , θC′ × JC′′ + JC′ × θC′′).

6.4 Ïðèìèàí ðàçâåòâëåííîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Âû÷èñëèì ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ðàç-

âåòâëåííîãî â äâóõ òî÷êàõ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì áàøíþ êðèâûõ è íàêðûòèé

˜̃C

π̃′ π̃ ↙ π̃0 ↓ ↘ π̃1 π̃′1

C̃ ′ C̃ C̃0 C̃1 C̃ ′
1

π′ ↘ π ↓ π0 ↙ π′′0 ↓ ↘ π′0 ↓ π1 ↙ π′1 (∗ ∗ ∗)

C C0 C1

p↘ p0 ↓ ↙ p1

P1

Èñõîäèòü áóäåì èç äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π : C̃ → C ñ Y (π) = (C,Wπ, Uπ) , ãäå C �

ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì íàêðûòèåì p : C → P1 , degWπ = 2 è

(Wπ, ip(Wπ)) = 0 .

Ïîñòðîèì π′ : C̃ ′ → C èç óñëîâèÿ Y (π′) = (C, ip(Wπ), ip(Uπ)) . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

C̃ ′ = C̃ . Äàëåå, ˜̃C = C̃ ×C C̃ ′ è π̃0, C̃0, π0 , ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè òåîðåìû 6.3.2.

Íà ˜̃C , êðîìå òðåõ î÷åâèäíûõ èíâîëþöèé iπ̃, iπ̃′ , iπ̃0 , ìîæíî óêàçàòü åùå îäíó èíâî-

ëþöèþ. Òî÷êàìè ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ˜̃C ÿâëÿþòñÿ ïàðû (x, x′) , ãäå x, x′ � òî÷-
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êè C̃ = C̃ ′ è π(x̃ = π′(x̃′)) . Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ iπ̃ íà ˜̃C , ïåðåñòàâëÿþùóþ êîîðäè-

íàòû. Ôàêòîðèçóÿ ˜̃C ïî ýòîìó äåéñòâèþ, ïîëó÷èì êðèâóþ C̃1 , è äâóëèñòíîå íàêðûòèå

π̃1 : ˜̃C → C̃1 . Èíâîëþöèè iπ̃0 è iπ̃1 êîììóòèðóþò è ïîðîæäàþò êëåéíîâó ãðóïïó ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêà. Ôàêòîðèçóÿ ˜̃C ïî åå äåéñòâèþ, ïîëó÷àåì êðèâóþ C1 = P1 è íàêðûòèÿ π′0, π1 .

Êðèâûå C̃ ′
1 è C0 è íàêðûòèÿ π̃

′
1, π

′
1, π

′′
0 , p2 ñóùåñòâóþò ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3.2. Áàøíÿ (***)

ïîñòðîåíà. Îòìåòèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò òðè áëîêà áàøíè (*): îäèí íà ïåðâîì ½ýòàæå“ è

äâà � íà âòîðîì.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè Y (π1) = (C1,Wπ1 , Uπ1) , òî

Y (π′1) = (C1, ip1(Wπ1), ip1(Uπ1)), (p1)∗(Wπ1) = Wp,

ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü π′1 = ip1 · π1 , C̃
′
1 = C̃1 . Çíà÷èò, åñëè âìåñòî íàêðûòèÿ π : C̃ → C

èñõîäèòü èç íàêðûòèÿ π1 : C̃1 → C1 è ïðîâîäèòü øàã çà øàãîì òó æå êîíñòðóêöèþ,

ïîëó÷èì îïÿòü áàøíþ (***). Â ýòîì ñìûñëå îíà îáðàòèìà.

Ïîñòðîåííàÿ áàøíÿ (***) äàåò êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 6.3.5, êîãäà íèæíåå íàêðûòèå

êîìïîçèöèè (6.3.1) íåðàçâåòâëåíî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

˜̃C
π̃0−→ C̃0

π′′0−→ C0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî � íåðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ.

Òàê êàê π0 è π′0 � ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ, òî ïî òåîðåìå 6.3.5 ñóùåñòâîâàíèå äâóõ

âåðõíèõ áëîêîâ áàøíè (***) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (π0)∗Uπ̃0 ≡ (π′0)∗Uπ̃0 ≡ 0 . Ïóñòü

(f) = (π0)∗Uπ̃0 , (f1) = (π′0)∗Uπ̃0 , (f̃) = 2Uπ̃0 .

Òîãäà

((π′0)
∗(f1) · iπ′′0 (π∗0(f))/iπ′0(f̃)) = Uπ̃0 + iπ′′0(Uπ̃0)

Îòñþäà è (π′′0)∗Uπ̃0 ≡ 0 . Òåì íå ìåíåå áàøíÿ (*) äëÿ êîìïîçèöèè π′′0 · π̃0 íå ñóùåñòâóåò,

èáî ãðóïïà Ãàëóà Gal( ˜̃C/P1) âîñüìîãî ïîðÿäêà è, êðîìå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, ñîäåðæèò

5 èíâîëþöèé iπ̃′ , iπ̃′ , iπ̃0 , iπ̃1 , iπ̃′1 è äâà ýëåìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà: iπ̃ · iπ̃1 è iπ̃1 · iπ̃ .
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Îòìåòèì, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ áàøíÿ (***) ñóùåñòâóåò è â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç òî÷åê

Wπ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ p . Íî ïðè ýòîì π̃0, π
′′
0 ÿâëÿþòñÿ óæå ðàçâåòâëåí-

íûìè íàêðûòèÿìè. Åñëè æå îáå òî÷êè Wπ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, íàøà êîíñòðóê-

öèÿ äàåò íåâûðîæäåííóþ áàøíþ (***) ñ π′0 íåðàçâåòâëåííûì, íî π̃0, π
′′
0 ðàçâåòâëåííûìè.

Òåîðåìà 6.4.1. Ïóñòü π : C̃ → C äâóëèñòíîå íàêðûòèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C

ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì íàêðûòèåì p : C → P1 , ðàçâåòâëåííîå â äâóõ òî÷êàõ, íå èíâîëþ-

òèâíûõ îòíîñèòåëüíî ip . Òîãäà ñóùåñòâóåò áàøíÿ (***) è (Pπ,Ξπ) = (JC̃1
, θC̃1

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïàð. 2 ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Ñm · ϕ̃1 : J̃1 → ˜̃J → J̃ .

Òàê êàê P ôóíêòîðèàëüíî, òî Im(Ñm · ϕ̃1) ëåæèò Pπ̃ . Ïîêàæåì, ÷òî ker(Ñm · ϕ̃1) = 0 .

Ïóñòü ˜̃x = ϕ̃1(x̃1) ïðèíàäëåæèò ker Ñm = ker(1 + iπ̃) . Òîãäà iπ̃1(˜̃x) = ˜̃x è iπ̃(˜̃x) = −˜̃x .

Îòñþäà

iπ̃0(˜̃x) = [iπ̃1 , iπ̃](˜̃x) = iπ̃1 · iπ̃ · iπ̃1 · iπ̃(˜̃x) = ˜̃x.

Íî π̃0 íåðàçâåòâëåíî, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [101], ï. 1.3, ñëåäñòâèå 2), ˜̃x = ϕ̃0(x̃0) ïðèíàäëå-

æèò ϕ̃0(J̃0) .

Ïî ëåììå 6.3.6

ker Ñm · ϕ̃1 = ϕ̃1(J̃1) ∩ ϕ̃0(J̃0) = ϕ̃1 · ϕ1(JP1) = 0.

Ïîñêîëüêó dim J̃1 = dimPπ è Pπ íåïðèâîäèìî, îòîáðàæåíèå Ñm · ϕ̃1 : J̃1 → Pπ ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì.

Äîêàæåì, ÷òî ïîëÿðèçàöèè θ1 è ξπ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ïðè ïîëó÷åííîì èçîìîð-

ôèçìå. Ñîãëàñíî ïàð. 2 èìååì

ˆ̃Nm · λθ̃ · Ñm = λ ˜̃
θ
· (1 + iπ̃),

îòêóäà

ˆ̃ϕ1 · ( ˆ̃Nm · λθ̃ · Ñm) · ϕ̃1 = ˆ̃ϕ1 · λ ˜̃
θ
· ϕ̃1 + ˆ̃ϕ1 · λ ˜̃

θ
· iπ̃ · ϕ̃1
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Çäåñü

ˆ̃ϕ1 · λ ˜̃
θ
· iπ̃ · ϕ̃1 = ˆ̃ϕ1 · λ ˜̃

θ
· ϕ̃′1 = 0.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñêâîçíîé ãîìîìîðôèçì

J̃1 × J̃1
(ϕ̃1),ϕ̃′1−→ Pπ̃0

Nm−→ Pπ.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè ˜̃x ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà Pπ̃0 ⊂
˜̃J èìååì

ˆ̃ϕ1 · λ ˜̃
θ
(˜̃x) = ˆ̃ϕ1 · cl(T ∗˜̃x

˜̃θ − ˜̃θ) = cl(T ∗
ϕ̃−1

1 (˜̃x)
ϕ̃∗1(

˜̃θ)− ϕ̃∗1(
˜̃θ)).

Ïðè÷åì, åñëè

˜̃x = ϕ̃′1(x̃
′
1) = (ϕ̃1, ϕ̃′1)(0, x

′
1),

òî ϕ̃−1
1 (˜̃x) = 0 . Èòàê,

ˆ̃ϕ1 · ˆ̃Nm · λθ̃ · ϕ̃1 · Ñm = 2λθ̃.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ λ2Ξ = ν̂ · λθ̃ · ν , ãäå ν � âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà â ÿêîáèàí.

Çíà÷èò, θ̃ è Ξ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.

Ìåòîäàìè ýòîãî ïóíêòà ìîæíî äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ M ïîëîæèì CovM(2n) ðàâíûì ìíîæåñòâó äâóëèñòíûõ íàêðû-

òèé π : C̃ → C òàêèõ, ÷òî C ∈M, degWπ = 2n .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü M = Mh
g � ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

ðîäà g .

Òåîðåìà 6.4.2. Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó CovMh
g1

(2g+2) è CovMh
g
(2g1+2), çàäàâàåìàÿ

áàøíåé (***).

Åñëè

π1 : C̃1 → C1 ∈ CovMh
g1

(2g + 2), π : C̃ → C ∈ CovMh
g
(2g1 + 2)

ñîîòâåòñòâóþùèå íàêðûòèÿ, òî ñóùåñòâóþò èçîãåíèè

α1 : Pπ1 → Pπ, kerα1 = π∗1(J2(C1)), α : Pπ → Pπ1 , kerα = π∗1(J2(C))

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì α1 · α = 2Pπ , α · α1 = 2Pπ1
. Ïðè ýòîì

α∗1(ρπ) = 2ρπ1 , α∗(ρπ1) = 2ρπ.
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6.5 Îòîáðàæåíèå Ïðèìà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëàÿ ïëîñêîñòü íàêðûòèé ñ îäèíàêîâûì

ìíîãîîáðàçèåì Ïðèìà. Ïóñòü M � ñåìåéñòâî êðèâûõ, à M×̇ ˜S2n(C) � ðàññëîåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî (ñì. [88]) ñ áàçîéM è ñëîåì ˜S2n(C) íàä êàæäîé êðèâîé C ∈M . Òîãäà ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ ïàð. 2 è ðåçóëüòàòàì ïàð. 3 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

CovM(2n) =M×̇CovC(2n)→M×̇ ˜S2n(C)→M, (π : C̃ → C) 7→ C,

ïðè÷åì ïåðâîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, à âòîðîå � êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé íà

áàçó. Îáîçíà÷èì ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå ÷åðåç Ψ . Ïîñðåäñòâîì Ψ ìîæíî ïåðåíåñòè ñòðóê-

òóðó ìíîãîîáðàçèÿ ñ M íà CovM(2n) .

ÏóñòüM = Mh
g � ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g è CovMh

g
(2)

� ìíîãîîáðàçèå, ïàðàìåòðèçóþùåå äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðî-

äà g , ðàçâåòâëåííûå â äâóõ òî÷êàõ. Óòâåðæäåíèå ïàð. 2 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà CovMh
g
(2)

íåêîòîðóþ êàíîíè÷åñêóþ èíâîëþöèþ, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöè-

åé êðèâûõ:

π ∈ CovMh
g
(2), Y (π) = (C,W,U) ⇒ iπ ∈ CovMh

g
(2), Y (iπ) = (C, iW, iU).

Ïîäìíîãîîáðàçèå D íåïîäâèæíûõ òî÷åê ââåäåííîé èíâîëþöèè ïàðàìåòðèçóåò äâó-

ëèñòíûå íàêðûòèÿ, äèâèçîðû âåòâëåíèÿ êîòîðûõ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãèïåðýëëèï-

òè÷åñêîé èíâîëþöèè.

Îòîáðàæåíèå Ïðèìà P ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó íàêðûòèþ π ∈ CovMh
g
(2) åãî ãëàâíî

ïîëÿðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà (Pπ,Ξπ) . Åñëè π /∈ D , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 6.4.1,

(Pπ,Ξπ) = (JC̃ , θC̃) , è îòîáðàæåíèå Ïðèìà ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ

P : (CovMh
g
(2)−−D)→Mh

g , π 7→ C̃1.

Åñëè π ∈ D , òî äåéñòâóåò òåîðåìà 6.3.5 è ìû ïîëó÷àåì áàøíþ (*). Îòñþäà ñîãëàñíî

òåîðåìå 6.3.7 èìååì (Pπ,Ξπ) = (JC′ , θC′) × (JC′′ , θC′′) , ãäå C ′, C ′′ � ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå

êðèâûå è g(C ′) = g(C ′′) = dimPπ = g . Òàêèì îáðàçîì, íà çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå D ⊂
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CovMh
g
(2) èìååì

P : D →
g∏

γ=0

Mh
γ , π 7→ (C ′, C ′′), g(C ′) + g(C ′′) = g

Òîò æå ðåçóëüòàò ìåòîäîì âàðüèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåé êîíñòðóêöèè, íî áàøíÿ

(***) óæå âûðîæäàåòñÿ.

Ïóñòü Wπ = P + O . Ïðîâàðüèðóåì Q â îêðåñòíîñòè òî÷êè ipP êðèâîé C . Ïðè ýòîì

áóäåì âàðüèðîâàòü Uπ íåïðåðûâíî, ò. å. âûáåðåì íåêîòîðûé ëèñò 22g(C) -ëèñòíîãî îòîáðà-

æåíèÿ (CovMh
g
(2) → Mh

g ×̇S2(C) . Ïîêà Q 6= ipP èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ äèàãðàììà (***).

Ïðè ñîâïàäåíèè Q ñ ipP èìååì (Wπ, Uπ) = (ipWπ, ipUπ) è p(P ) = p(Q) .

Çíà÷èò, íàêðûòèÿ π̃ è p1 ðàñïàäàþòñÿ,
˜̃C = ˜̃C(1)∪ ˜̃C(2) , C1 � ïàðà ïðÿìûõ P1 . Ïîëó÷àåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàêðûòèé êðèâûõ

˜̃C(i)
π̃

(i)
1−→ C̃(i)

π
(i)
1−→ P1 (i = 1, 2). (6.5.1)

Ïðè ýòîì

W
π

(1)
1

+W
π

(2)
1

= Wπ1 + p−1
1 (p(P )).

Îòñþäà

g(C̃
(1)
1 ) + g(C̃

(2)
1 ) = g(C) = g.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, CovMh
g
(2) âêëàäûâàåòñÿ â Mh

g ×̇ ˜S2(C) , à èìåííî, (CovMh
g
(2) =

(Mh
g ×̇ ˜S2(C)) − ∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü (C, 2P,U) êàê íåðàçâåòâ-

ëåííîå íàêðûòèå (C, 0, U − P ) ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé P ∈ C , òî êîíñòðóêöèþ ïàð 4 ìîæíî

ðàñïðîñòðàíèòü íà Mh
g ×̇ ˜S2(C) . Íàäî ïðîâàðüèðîâàòü äèâèçîð Wπ = P + Q ê äèâèçîðó

Wπ = 2P , íåïðåðûâíî âàðüèðóÿ è Uπ . Ïðè ýòîì π̃ è p1 îïÿòü ðàñïàäóòñÿ, íî â (6.5.1) óæå

W
π

(1)
1

+W
π

(2)
1

= Wπ1 , g(C̃
(1)
1 ) + g(C̃

(2)
1 ) = g − 1

êàê è äîëæíî áûëî áûòü, ïîñêîëüêó òåïåðü π � íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå.

Èòàê, ïîëó÷åíî îòîáðàæåíèå

P : Mh
g ×̇ ˜S2(C)→

g∏
γ=0

Mh
γ ,
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ïðè÷åì íà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ D,∆ ⊂ Mh
g ×̇ ˜S2(C) , ãäå D := {(C,W,U) | iW = W} (i

� ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ C ), ∆ := {(C,W,U) | W = 2P, P ∈ C} , èìååì

π 7→ (C ′, C ′′)

è g(C ′)+g(C ′′) = g , åñëè π ∈ D , èëè g(C ′)+g(C ′′) = g−1 , åñëè π ∈ ∆ , à íà èõ äîïîëíåíèè

D ∪∆

π 7→ C̃1,

ãäå g(C̃1) = g . Ïðè ýòîì

(Pπ,Ξπ) = (JC′ , θC′)× (JC′′ , θC′′) (π ∈ D ∪∆),

(Pπ,Ξπ) = (JC̃1
, θC̃1

) (π ∈ D ∪∆).

Áëàãîäàðÿ îáðàòèìîñòè êîíñòðóêöèè áàøíè (***), ìîæíî âû÷èñëèòü ñëîé îòîáðàæåíèÿ

P . Ïî ïàðå íàêðûòèé

C̃1
π1−→ C1 = P1 p1−→ P1

ìîæíî âîññòàíîâèòü âñþ áàøíþ, à ñëåäîâàòåëüíî, è íàêðûòèå π : C̃ → C . Ñîïîñòàâëåíèå

C̃1, ip1 7→ π çàäàåò îòîáðàæåíèå

Mh
g × InvP1 p1→Mh

g ×̇ ˜S2(C),

ãäå InvP1 � ìíîæåñòâî èíâîëþöèé P1 . Ïðè ýòîì, õîòÿ íàêðûòèå π1 îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷-

íîñòüþ äî AutP1 , ýòî âëå÷åò íåîäíîçíà÷íîñòü p (äî AutP1 ), òîãäà êàê π îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå êîððåêòíî.

Äàëåå, ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïàðàì (C̃1, ip1), (C̃
′
1, i

′
p1

) ñî-

îòâåòñòâóåò îäíî è òî æå π , òî äèàãðàììû (***) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà àâòîìîðôèçìû

P1 → P1 è C1 → C1 . Îáðàçîì ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåò Mh
g ×̇ ˜S2(C)−D∪∆ . Îòîá-

ðàæåíèå ñòàíåò ñþðúåêòèâíûì, åñëè ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà âûðîæäåííûå áàøíè (***).

Àâòîìîðôèçìû P1 çàäàþòñÿ ýëåìåíòàìè PGL(2) , à èíâîëþöèè � ìàòðèöàìè a b

c −a

 ∈ PGL(2)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè

(a : b : c) ∈ P2, a2 + bc 6= 0.

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 6.5.1. Ñëîè îòîáðàæåíèÿ P íàä òî÷êàìè Mh
g áèåêòèâíû P2−V , ãäå V � ïëîñ-

êàÿ êðèâàÿ a2 +bc = 0. Ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì Mh
g ×P2 →Mh

g ×̇ ˜S2(C).

Ñëåäñòâèå 6.5.2. Mh
g ×̇ ˜S2(C) � óíèðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Òîðåëëè íåâåðíà,

òåì íå ìåíåå ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà Òîðåëëè ñïðàâåäëèâà. Â òî æå âðåìÿ äëÿ äâóëèñòíûõ

íàêðûòèé ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íå âûïîëíÿåòñÿ óæå ½ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà Òîðåë-

ëè“, ò. å. ïî ïîëÿðèçîâàííîìó ìíîãîîáðàçèþ Ïðèìà ñàìî íàêðûòèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ

íåîäíîçíà÷íî. Ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìå äëÿ ëþáîãî íàêðûòèÿ π : C̃ → C ñóùåñòâóåò

ïàðàìåòðèçîâàííîå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ ñåìåéñòâî íàêðûòèé, ïîëÿðèçîâàííûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ Ïðèìà êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ (Pπ,Ξπ) .

Èìååì äâà îòîáðàæåíèÿ èç CovMh
g
(2) â Mh

g :

CovMh
g
(2)

Ψ↙ ↘ P

Mh
g Mh

g

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïåðåñå÷åíèè ñëîåâ ýòèõ îòîáðàæåíèé?

Ïóñòü (C̃1, ip1), (C̃1, i
+
p1

) ïðèíàäëåæàò ñëîþ P−1(C̃1) , ãäå C̃1 ∈ Mh
g , ip1 , ip+1 ∈ InvP1 .

Ïîñòðîèì äëÿ íèõ áàøíè (***). Ïîëó÷èì äâà íàêðûòèÿ

π : C̃ → C, π+ : C̃+ → C+.

Òîãäà

Ψ(C̃1, ip1) = Ψ(C̃1, ip+1 ) ⇐⇒ C = C+ ⇐⇒ p1(Wπ1) = α(p+
1 (Wπ+

1
)),
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ãäå α ∈ AutP1 . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ p : C → P1, p∗ : C∗ → P1 ' èìååì ñîîòâåò-

ñòâåííî

Wp = p1(Wπ1) Wp+ = p+
1 (Wπ+

1
).

Íî áàøíè (***) îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íèæíåãî àâòîìîðôèçìà α : P1 → P1 . Ïî-

ýòîìó ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1(Wπ1) = p+
1 (Wπ+

1
) . Òåïåðü

çàìåòèì, ÷òî p+
1 = p1 · β , ãäå β ∈ AutC1 (C1 = P1 ). Ïðè ýòîì ip+1 = β−1 · ip1 · β . Èòàê,

Ψ(C̃1, ip1) = Ψ(C̃1, ip+1 ) ⇐⇒ p1(Wπ1) = p1(β(Wπ1)) ⇐⇒ β(Wπ1) = W ε
π1

ãäå, åñëè Wπ1 =
∑2g+2

k=1 Pk , òî W
ε
π1

=
∑2g+2

k=1 εkPk , εk = 1 èëè i .

Èç ñîîáðàæåíèé ìîíîäðîìèè äèâèçîðû Wπ1 ∈ S2g+2P1 | β(Wπ1) = W ε
π1
, èìåþò êîðàç-

ìåðíîñòü, íå ìåíüøóþ 1. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6.5.3. Îòîáðàæåíèå Ψ èíúåêòèâíî íà îáùåì ñëîå îòîáðàæåíèÿ P .
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Çàäà÷à îòëè÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà îò ÿêîáèàíîâ êðèâûõ ñòàëà àêòóàëüíîé ïîñëå ðå-

øåíèÿ ïðîáëåìû ðàöèîíàëüíîñòè êóáèêè Êëåìåíñîì è Ãðèôôèòñîì [81]. Áûëî óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè ñðåäíåãî ÿêîáèàíà â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ êîìïîíåíò, îäíà èç

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÿêîáèàíîâ êðèâûõ, à äðóãàÿ � êîìïîíåíòà Ãðèôôèòñà

[110] � íå ñîäåðæèò ÿêîáèàíîâ êðèâûõ, îíè ïðåîáðàçóþòñÿ àâòîíîìíî, ïðè÷åì êîìïîíåí-

òà Ãðèôôèòñà ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì èíâàðèàíòîì. Â ñëó÷àå êóáèêè â P1 (à òàêæå

ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè, ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ êâàäðèê [112]) ñðåäíèé ÿêîáèàí âîçíèêàåò êàê

ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ, ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îòëè÷å-

íèÿ åãî îò ÿêîáèàíà êðèâîé.

Óñèëèÿìè Ìàìôîðäà [101], ðàçîáðàâøåãî îáùèé ñëó÷àé, è Òþðèíà [110], [111], Ðåöèë-

ëàñà [102], àâòîðà [1], Ìàñèåâèöêîãî [97], èññëåäîâàâøèìè îñòàâøèåñÿ ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè,

áûë ïîëó÷åí îòâåò äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà íåðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé. Â

ñòàòüå àâòîðà [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàçâåòâëåííîãî â äâóõ òî÷êàõ íàêðûòèÿ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, êàê è â íåðàçâåòâëåííîì ñëó÷àå, ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà èçî-

ìîðôíî ÿêîáèàíó êðèâîé. Ðàçâèâàÿ ìåòîä áàøåí êðèâûõ è íàêðûòèé, ìû â ýòîé ãëàâå

äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà, ðàçâåòâëåííîãî â äâóõ òî÷êàõ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

òðèãîíàëüíîé êðèâîé, ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì ïðè îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà òî÷êè âåòâ-

ëåíèÿ (ïàð. 5 ïðåäûäóùåé ãëàâû).

161
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Ñâîäêà îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé

Z/kZ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà k ,

R(C) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé êðèâîé C ,

C1 ×C C2 � ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå,

Wπ � äèâèçîð âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ π : C̃ → C ,

Uπ � ïîëîâèíêà äèâèçîðà âåòâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâóëèñòíîìó íàêðûòèþ π ,

(Wπ, Uπ) � õàðàêòåðèñòèêà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π ,

(W1,W2) � îáùàÿ ÷àñòü äèâèçîðîâ W1,W2 ,

iπ � èíâîëþöèÿ êðèâîé C , èíäóöèðîâàííàÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì π ,

G(C̃/C) = Gal(R(C̃)/R(C))� ãðóïïà Ãàëóà íàêðûòèÿ π ,

deg π � ñòåïåíü íàêðûòèÿ π ,

1 = id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,

Â � äâîéñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ê àáåëåâó ìíîãîîáðàçèþ A ,

α̂B̂ → Â � äóàëüíîå îòîáðàæåíèå ê α : A→ B .

Ðàçäåë I. ÁÀØÍÈ ÊÐÈÂÛÕ È ÍÀÊÐÛÒÈÉ

7.1 Êàòåãîðèÿ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé

Ïîñòðîèì êàòåãîðèþ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé ïîëíûõ íåîñîáûõ êðèâûõ Cov . Îáúåêòà-

ìè ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîëèñòíûå íàêðûòèÿ ïîëíûõ íåîñîáûõ êðèâûõ π : C̃ →

C . Ìîðôèçì îáúåêòà π : C̃ → C â îáúåêò π′ : C̃ ′ → C ′ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà íàêðûòèé

(α̃ : C̃ → C̃ ′, α : C → C ′) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

C̃
α̃−→ C̃ ′

π ↓ ↓ π′ (T11)

C
α−→ C ′
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Êîìïîçèöèåé ìîðôèçìîâ (α̃, α) : π → π′ è (α̃′, α′) : π′ → π′′ íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì

(α̃′ · α̃, α′ · α) : π → π′′ . Ïðîâåðêà àêñèîì êàòåãîðèè òðèâèàëüíà.

Â êàòåãîðèè Cov ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðàññëîåíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè π1 : C̃1 →

C è π2 : C̃2 → C � íàêðûòèÿ ñ îáùèì êîíöîì C , èõ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì íàçîâåì

ïàðó íàêðûòèé

π̃1 : Č → C̃1, π̃2 : Č → C̃2,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

(i) π1 · π̃1 = π2 · π̃2

(ii) ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè: åñëè ïàðà íàêðûòèé α1 : X → C̃1, α2 : X → C̃2 ïîä-

÷èíÿåòñÿ ðàâåíñòâó π1 · α1 = π2 · α2 , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì α : X → Č

òàêîé, ÷òî π1 ·α1 = π2 ·α2 . Èç ñâîéñòâà óíèâåðñàëüíîñòè ñðàçó âûâîäèòñÿ åäèíñòâåííîñòü

ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà). Ñóùåñòâîâàíèå ðàññëîåííûõ

ïðîèçâåäåíèé â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè äîêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [100], [107] (à òàêæå â

ôóíäàìåíòàëüíûõ ó÷åáíèêàõ ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [92], [91], [98], [113]).

X

π α ↓ α̃

Č

↙ π̃1 π̃2 ↘ (T2)

C̃1 C̃2

π1 ↘ ↙ π2

C

Ðàññìîòðèì íàêðûòèå Ãàëóà τ : Č → C ñ ãðóïïîé Ãàëóà G . Êàæäîé ïîäãðóïïå H

ãðóïïû G ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ CH , ïîëó÷àåìàÿ èç C ôàêòîðèçàöèåé ïî äåéñòâèþ H .

Ïàðå âëîæåííûõ ïîäãðóïï H! ⊂ H2 , ñîîòâåòñòâóåò êàíîíè÷åñêîå êîíå÷íîëèñòíîå íàêðû-

òèå CH1 → CH2 . Âîçüìåì âñå ïîëó÷àåìûå îïèñàííûì îáðàçîì êðèâûå è òå èç íàêðûòèé,

êîòîðûå íå ðàçëàãàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äðóãèõ òàêèõ æå íàêðûòèé. Ïîñòðîåííóþ áàøíþ
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êðèâûõ è íàêðûòèé íàçîâåì áàøíåé Ãàëóà íàêðûòèÿ τ . Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åí-

íóþ áàøíþ êàê îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, òî î÷åâèäíî, ÷òî îí áóäåò ñîâïàäàòü ñ ãðàôîì

ñòðóêòóðû ïîäãðóïï ãðóïïû G . Òèïîì áàøíè íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþùèé åé îðãðàô. Äâå

îäíîòèïíûå áàøíè íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðè-

âûìè ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû, îáúåäèíÿþùèå ýòè äâå áàøíè â îäíó êîììóòàòèâíóþ

áàøíþ. Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû G îïðåäåëÿþò àâòîìîðôèçìû áàøåí Ãàëóà ñ

èçîìîðôèçìàìè ñîïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ.

Ïðåäëîæåíèå 7.1.1. Ïóñòü τ : Č → C � íàêðûòèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà G(Č/C) = G,

ïîäãðóïïû H̃1 ⊂ H1 , ãðóïïû G ñîïðÿæåíû ïîäãðóïïàì H̃2 ⊂ H2 , à

π1 : C̃1 = Č/H̃1 → C1 = Č/H1, π2 : C̃2 = Č/H̃2 → C2 = Č/H2

àññîöèèðîâàííûå íàêðûòèÿ êðèâûõ. Òîãäà π1 èçîìîðôíî π2 , ò.å. ñóùåñòâóåò êîììóòà-

òèâíûé êâàäðàò

C̃1
α̃−→ C̃2

π1 ↓ ↓ π2

C1
α→ C2

ñ áèðåãóëÿðíûìè èçîìîðôèçìàìè α̃ è α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ j ∈ G, σj(g) = jgj−1, g ∈ G è

σj(H̃1) = H̃2, σj(H1) = H2.

Îïðåäåëèì èçîìîðôèçìû α̃ : C̃1 → C̃2 , α : C_1→ C2 ðàâåíñòâàìè

α̃(H̃1x) = H̃2j(x), α(H1x) = H2j(x).

Îíè îïðåäåëåíû êîððåêòíî è îáðàòèìû:

α̃−1(H̃2x) = H̃1j(x), α−1(H2x) = H1j(x).
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7.2 Íîðìàëèçàöèè òðåõëèñòíûõ íàêðûòèé

Äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè Ãàëóà, íî óæå äëÿ òðåõëèñòíûõ íà-

êðûòèé ýòî íå âåðíî. Ïóñòü t0 : C0 → C � ïðîèçâîëüíîå òðåõëèñòíîå íàêðûòèå. Ñîîò-

âåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì, è ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî R(C0) = R(C)(x) , ãäå x � êîðåíü óðàâíåíèÿ

f(X) = X3 + aX + b = 0, a, b ∈ R(C).

Åñëè äèñêðèìèíàíò ∆ = −4a3 − 27b2 ðàâåí êâàäðàòó ýëåìåíòà èç R(C) , òî R(C0)/R(C)

ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà Gal(R(C0)/R(C)) = G(C0/C) , èçîìîðôíîé

öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Z/3Z ([121]). Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ó òðåõëèñòíîãî íàêðûòèÿ

âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ èíäåêñà òðè, è îáîçíà÷èâ èõ ÷èñëî ÷åðåç w , ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà

ïîëó÷èì

g(C0) = w − 2 + 3g(C).

Åñëè ∆ /∈ R(C)2 , òî ðàñøèðåíèå R(C0)/R(C) íå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, èáî íå íîð-

ìàëüíî. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ F ìíîãî÷ëåíà f(X) (íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè) èìååò ñòåïåíü 6

îòíîñèòåëüíî R(C) è ãðóïïà Ãàëóà Gal(F/R(C)) èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S6 .

Íåîñîáàÿ ìîäåëü C̃N ïîëÿ F øåñòèëèñòíî íàêðûâàåò C , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâ-

íàÿ áàøíÿ êðèâûõ è íàêðûòèé

C̃N

ν0 ↙ t ↓ ν1 ↘ ν2

C0 X C1 C2 (T3)

t0 ↘ ν ↓ t1 ↙ t2

C

Ïðåäëîæåíèå 7.2.1. Øåñòèëèñòíîå íàêðûòèå τ : C̃N → C äîïóñêàåò áàøíþ (T3) ñ

ðàçëè÷íûìè äâóëèñòíûìè íàêðûòèÿìè ν0, ν1, ν2 è òðåõëèñòíûì íàêðûòèåì t òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà G(C̃N/C) ∼= S3 . Ïðè

ýòîì C̃ = Ck ×C X (k = 0, 1, 2).
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Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç j ýëåìåíò òðåòüåãî ïîðÿäêà ãðóïïû G(C̃/C) .

Ïðåäëîæåíèå 7.2.2. Ñóùåñòâóþò áèðåãóëÿðíûå èçîìîðôèçìû ϑkl : Ck → Cl (k, l =

0, 1, 2, k, l), âïèñûâàþùèåñÿ â êîììóòàòèâíûå áàøíè

C̃N
jl−k

−→ C̃N

νk ↓ ↓ νl

CN
ϑkl−→ CN

tk ↘ ↙ tl

C

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ïðåäëîæåíèÿ 7.2.1.

Ïðåäëîæåíèå 7.2.3. Â áàøíå (T3) íàêðûòèÿ t0 , t1 , t2 ðàçâåòâëåíû íàä îäíèì è òåì

æå äèâèçîðîì W = W2 + W3 , ïðè÷åì íàä òî÷êàìè Wm èìåþò âåòâëåíèÿ èíäåêñà m,

äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ ν , ν0 , ν1 , ν2 ðàçâåòâëåíû íàä äèâèçîðàìè

Wν = W2, Wνk
= t∗k(W2) (mod3) (k = 0, 1, 2),

à òðåõëèñòíîå íàêðûòèå t èìååò òîëüêî âåòâëåíèÿ èíäåêñà òðè íàä äèâèçîðîì ν∗(W3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñêâîçíîå øåñòèëèñòíîå íàêðûòèå ìîæåò èìåòü

òîëüêî âåòâëåíèÿ èíäåêñîâ äâà è òðè.

Ñëåäñòâèå 7.2.4. Òðèãîíàëüíîå íàêðûòèå C0 → P1 íîðìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âñå åãî òî÷êè âåòâëåíèÿ èíäåêñà òðè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òðèãîíàëüíîå íàêðûòèå ñ âåòâëåíèÿìè èíäåêñà

òðè íå íîðìàëüíî, òî, íîðìàëèçóÿ åãî, ïîëó÷èì áàøíþ (T3) ñ ðàñïàäàþùèìñÿ íàêðû-

òèåì ν . Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 7.2.5. Â áàøíå (T3) òðåõëèñòíûå íàêðûòèÿ t0, t1, t2 íå íîðìàëüíû, ïðè÷åì

áàøíÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè íîðìàëèçàöèè ëþáîé èç íèõ, ñîâïàäàåò ñ áàøíåé (T3).
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Ïðåäëîæåíèå 7.2.6. Íàêðûòèÿ νk, tk (k = 0m1m2) è àâòîìîðôèçì òðåòüåãî ïîðÿäêà

j ∈ G(X̃k/C) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(νk)∗ · j · µ∗k = t∗k · (tk)∗ − id.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

7.3 Âîñüìèëèñòíûå íàêðûòèÿ ãðóïïû êâàäðàòà

Êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ãëàâû áóäåò èãðàòü êîí-

ñòðóèðóåìàÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ½ìíîãîýòàæíàÿ“ áàøíÿ (T5). Â ïðåäûäóùåì ïà-

ðàãðàôå ìû îòäåëüíî èññëåäîâàëè íèæíèé áëîê ýòîé áàøíè. Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí

èçó÷åíèþ òðåõ îäíîòèïíûõ âåðõíèõ áëîêîâ ýòîé áàøíè. Âïåðâûå áàøíè òàêîãî òèïà ïî-

ÿâèëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîâïàäåíèÿ ïðèìèàíîâ ðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ ÿêîáèàíàìè (ñì. ñòàòüþ [2] àâòîðà).

Ãðóïïà Ãàëóà âîñüìèëèñòíîãî íàêðûòèÿ Ãàëóà èìååò ïîðÿäîê 8. Íåàáåëåâûõ ãðóïï

âîñüìîãî ïîðÿäêà âñåãî äâå: ãðóïïà åäèíèö òåëà êâàòåðíèîíîâ è ãðóïïà Q äâèæåíèé ïëîñ-

êîñòè, ïåðåâîäÿùèõ ôèêñèðîâàííûé êâàäðàò â ñåáÿ. Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ñîïðÿæåííûì

ìåæäó ñîáîé ïîäãðóïïàì âîñüìîãî ïîðÿäêà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S4 è íàçûâàåòñÿ ãðóï-

ïîé êâàäðàòà.

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. Êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

˜̃C
π̃−→ C̃

π−→ C

íàçîâåì äèàãðàììèçóåìîé, åñëè ñêâîçíîå ÷åòûðåõëèñòíîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì

Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà

G( ˜̃C/C) = K = Z/2Z× Z/2Z.

Òåîðåìû 6.3.2 è 6.3.5 ãëàâû 6 äàþò íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

äèàãðàììèçóåìîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 7.3.1. Âîñüìèëèñòíîå íàêðûòèå τ : ˜̃C → C äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â

áàøíþ (T4) èç äâóëèñòíûõ íàêðûòèé ñ íåäèàãðàììèçóåìîé êîìïîçèöèåé π0 · π̃0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà C , èçîìîðôíîé

ãðóïïå êâàäðàòà Q.

˜̃C

π̃′1 π̃′2 ↙ π̃0 ↓ π̃′′1 ↘ π̃′′2

C̃ ′
1 C̃ ′

2 C̃0 C̃ ′′
1 C̃ ′

2

π′1 ↘ π′2 ↓ π′0 ↙ ↓ π0 ↘ π′′0 ↓ π′′1 ↙ π′′2 (T4)

C̃ ′ C̃ C̃ ′′

π̃′ ↘ π̃ ↓ ↙ π̃′′

C

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ áàøíè (T4) ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà R(C)-àâòîìîðôèçìîâ

AutR(C)R( ˜̃C) ïîëÿ R( ˜̃C) çàâåäîìî ñîäåðæèò èíâîëþöèè iπ̃′1 , iπ̃′2 , iπ̃0 , iπ̃′′1 , iπ̃′′2 è çíà÷èò ïîðÿ-

äîê åå, êîòîðûé äîëæåí äåëèòü ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ [R( ˜̃C) : R(C)] , ðàâåí âîñüìè, ò. å. τ

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà.

Ïîäãðóïïà G( ˜̃C)/C̃) ãðóïïû G( ˜̃C)/C) îòëè÷íà îò Z/2Z×Z/2Z , ñëåäîâàòåëüíî, öèêëè-

÷åñêàÿ. Ãðóïïà G( ˜̃C)/C) ïîðîæäàåòñÿ îáðàçóþøåé j ýòîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è, ñêàæåì,

èíâîëþöèåé iπ̃′1 = i , ïðè÷åì åñëè áû ij = ji , òî 1 = (ij)2 = j2 , ïîýòîìó ij = j3i . Çíà÷èò Gτ

èçîìîðôíà ãðóïïå êâàäðàòà. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé

˜̃C ïî äåéñòâèþ ïîäãðóïï ãðóïïû Gτ .

Â ãë. 6 áàøíÿ (T3) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóëèñò-

íûå íàêðûòèÿ π′1 è π′ . Ñòðîèòñÿ íàêðûòèå π′2 = iπ′ · π′1 è ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå

˜̃C = C̃ ′
1 ×C̃′ C̃ ′

2 ñ êàíîíè÷åñêèìè íàêðûòèÿìè (ïðîåêöèÿìè) π̃′1 è π̃′2 . Óñòàíàâëèâàåòñÿ,

÷òî íà ˜̃C êðîìå iπ̃′1 , iπ̃′2 åñòü åùå ðîâíî òðè èíâîëþöèè, ôàêòîðèçóÿ ïî äåéñòâèþ êîòî-

ðûõ ïîëó÷àåì íàêðûòèÿ π̃0, π̃
′
1, π̃

′
2 è π′′1 , π

′′
2 . Îñòàëüíûå íàêðûòèÿ ñóùåñòâóþò èç óñëîâèÿ

äèàãðàììèçóåìîñòè (ãë. 6, òåîðåìà 6.3.2).
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Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíà, ò. å. ëþáàÿ áàøíÿ (T4)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì ïîñòðîåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 7.3.2. Ìåæäó êðèâûìè C̃ ′
1 è C̃ ′

2 áàøíè (T4) ñóùåñòâóåò áèðåãóëÿðíûé

èçîìîðôèçì γ : C̃ ′
1 → C̃ ′

2 , âïèñûâàþùèéñÿ â êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

C̃ ′
1

γ−→ C̃ ′
2

π′1 ↓ ↓ π′2

C̃ ′ iπ′−→ C̃ ′

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 7.1.1.

Ñëåäñòâèå 7.3.3. Ïðèâåäåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ áàøíè (T4) óíèâåðñàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îòîæäåñòâèòü C̃ ′
1 è C̃ ′

2 ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà γ .

Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 7.3.2 ñïðàâåäëèâî

è äëÿ êðèâûõ C̃ ′′
1 è C̃ ′′

2 , ïîýòîìó êîíñòðóèðîâàòü áàøíþ (T4) ìîæíî, èñõîäÿ è èç êîìïî-

çèöèè π′′ · π′′1 . Ýòî òàê íàçûâàåìîå ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè (êîíñòðóêöèè) áàøíè (T4).

Ïðåäëîæåíèå 7.3.4. Õàðàêòåðèñòèêè íàêðûòèé π′1, π
′ è π′′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Wπ′′ = π′∗(Wπ′1
−W0), Uπ′′ ≡ (π′∗)−1(Uπ′1 + iπ′Uπ′1 −W0),

W0 = (Wπ′1
, iπ′Wπ′1

)− ((Wπ′1
, iπ′Wπ′1

),Wπ′),

ãäå Wπ′ � äèâèçîð âåòâëåíèÿ π′ , Wπ′1
� äèâèçîð, íàä êîòîðûì ðàçâåòâëåíî π′1 , Uπ′1 �

ïîëîâèíêà Wπ′1
, ñîîòâåòñòâóþùàÿ π′1 , à (Wπ′′ , Uπ′′) � õàðàêòåðèñòèêà π′′ .

7.4 Íàêðûòèÿ Ãàëóà ñ ãðóïïîé S4

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì è èçó÷èì áàøíè äâàäöàòè÷åòûðåõëèñòíûõ íàêðûòèé Ãà-

ëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà, èçîìîðôíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4 .
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Î ñ í î â í à ÿ ê î í ñ ò ð ó ê ö è ÿ. Ïóñòü t0 : C0 → C � íå íîðìàëüíîå òðåõëèñòíîå

íàêðûòèå, π0 : C̃0 → C0 � äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Íîðìàëèçóÿ t0 ñîãëàñíî ïàð. 2, ïîëó-

÷èì áàøíþ (T3). Ïîñòðîèì ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå ˜̃C0 = C̃0 ×C0 C̃N ñ êàíîíè÷åñêîé

ïðîåêöèåé ν̃0 : ˜̃C0 → C̃N , à òàêæå îòîáðàæåíèå

ν̃1 = j · ν̃0 : ˜̃C1 = ˜̃C0 → C̃N ,

ãäå j � ýëåìåíò òðåòüåãî ïîðÿäêà ãðóïïû G(C̃N/C)), è êðèâóþ Č = ˜̃C0 ×C̃N

˜̃C1 ñ êàíîíè-

÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè ˜̃ν0 è ˜̃ν1 .

Ïðåäëîæåíèå 7.4.1. Ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå τ : Č →, ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå

îñíîâíîé êîíñòðóêöèè, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà Gτ
∼= S4 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (D): ñóùåñòâóåò äèâèçîð D áåç êðàòíûõ êîì-

ïîíåíò òàêîé, ÷òî

(t0)∗(Wπ0) = 2D, (t0)∗(Uπ0)
∼= D.

Ëþáîå íàêðûòèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà S4 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé

êîíñòðóêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Gτ
∼= S4 . Ôàêòîðèçóÿ Č ïî äåéñòâèþ

ïîäãðóïï ãðóïïû S4 , ïîëó÷èì áàøíþ (T5), ãäå ñòðåëêè, îáîçíà÷åííûå áóêâîé q ñ ðàçëè÷-

íûìè ìåòêàìè ïðåäñòàâëÿþò ÷åòûðåõëèñòíûå íàêðûòèÿ, áóêâîé t � òðåõëèñòíûå íàêðû-

òèÿ, à áóêâàìè π è ν � äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ. ×òîáû íå ïåðåãðóçèòü ðèñóíîê, ìû ÷åðòèì

òîëüêî îäèí èç òðåõ áëîêîâ òèïà (T4) è íàêðûòèå

˜̃tk (k = 0, 1, 2, 3),

àññîöèèðîâàííîå ñ îäíèì èç ÷åòûðåõ ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó ïîäãðóïï òðåòüåãî ïîðÿäêà

ãðóïïû S4 .

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ Gτ = S4 ñëåäóåò, ÷òî G(Č/C̃N ∼= K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äå-

ëèòåëåì â Gτ . Çíà÷èò C̃N áóäåò íàêðûòèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà G(C̃N/C) ∼= S4 , è

ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïàð. 2 áóäåò íîðìàëèçàöèåé íàêðûòèÿ t0 : C0 → C .
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Č

˜̃π′′0 ˜̃π′0 ˜̃ν0 ↙ ˜̃ν1 ↓ ˜̃ν2
˜̃tk

˜̃C ′′
0

˜̃C ′
0

˜̃C0
˜̃C1

˜̃C2 Ỹk

π̃′′0 ↘ π̃′0 ↓ π̃0 ↙ ν̃ ′0 ↓ ν̃0 ↘ ν̃1 ↓ ν̃2 ↙ t̃k ↓ µk

C̃0 C̃ ′
0 C̃N Ỹk (T5)

π0 ↘ ν ′0 ↓ ν0 ↙ ν1 ↓ ν2 ↘ t q̃k

C0 C1 C2 X

t0 t1 ↘ t2 ↓ ν ↙ qk

C

Ëåììà 7.4.2. Åñëè êðèâàÿ Č áàøíè èç äâóëèñòíûõ íàêðûòèé (T6)

Č

˜̃ν0 ↙ ˜̃π1 ↓ ↘ ˜̃π2

˜̃C0
˜̃C1

˜̃C2 (T6)

ν̃0 ↘ ν̃1 ↓ ↙ ν̃2

C̃N

èìååò òàêîé àâòîìîðôèçì jk , òðåòüåãî ïîðÿäêà, ÷òî i˜̃ν0 = j2
ki˜̃ν1 = jki˜̃ν2j

2
k , òî ñóùåñòâó-

þò àâòîìîðôèçì j ∈ G(C̃N/C) òðåòüåãî ïîðÿäêà è èçîìîðôèçìû ϑrs : ˜̃Cr → ˜̃Cs (r < s),

âïèñûâàþùèåñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (T7)

Č
jk−→ Č

jk−→ Č

˜̃ν0 ↓ ˜̃ν1 ↓ ↓ ˜̃ν2

˜̃C0
ϑ01−→ ˜̃C1

ϑ12−→ ˜̃C2 (T7)

ν̃0 ↓ ν̃1 ↓ ↓ ν̃2

C̃N
j−→ C̃N

j−→ C̃N

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ïðåäëîæåíèÿ 7.1.1.

Èç ëåììû 7.4.2 ñëåäóåò óíèâåðñàëüíîñòü îñíîâíîé êîíñòðóêöèè. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ (D).
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Ëåììà 7.4.3. Åñëè C̃N � êðèâàÿ ñ àâòîìîðôèçìîì j òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî äëÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ êîììóòàòèâíîé áàøíè (T6) ñ ν̃l = jl · ν̃0 (l = 1, 2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû õàðàêòåðèñòèêà (Wν̃0 , Uν̃0) íàêðûòèÿ ν̃0 óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (D̃):

(1 + j + j2)Wν̃0 = 2D̃, (1 + j + j2)Uν̃0 ≡ D̃,

ãäå D̃ � j -èíâàðèàíòíûé äèâèçîð áåç j -íåïîäâèæíûõ òî÷åê è êðàòíûõ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ëåììå 6.3.1 ãë. 6 õàðàêòåðèñòèêè áàøíè (T6)

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

Wν̃0 = Wν̃1 +Wν̃2 − 2(Wν̃1 ,Wν̃2), Uν̃0 ≡ Uν̃1 + Uν̃2 − (Wν̃1 ,Wν̃2).

Îòêóäà

Wν̃0 +Wν̃1 +Wν̃2 = (1 + j + j2)Wν̃0 = 2Wν̃0 + 2(Wν̃1 ,Wν̃2)

Uν̃0 + Uν̃1 + Uν̃2 ≡ (1 + j + j2)Uν̃0 ≡ Wν̃0 + (Wν̃1 ,Wν̃2).

Î÷åâèäíî, ÷òî D̃ = Wν̃0+(Wν̃1 ,Wν̃2) j -èíâàðèàíòåí è èìååò òîëüêî îäíîêðàòíûå òî÷êè.

Åñëè áû îí èìåë íåïîäâèæíóþ îòíîñèòåëüíî j òî÷êó, òî ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæàëà áû

âñåì äèâèçîðàì âåòâëåíèÿ Wν̃0 ,Wν̃1 ,Wν̃2 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ áàøíè

(T6). Ëåììà 7.4.3 äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â ðåçóëüòàòå îñíîâíîé êîíñòðóêöèè ïîëó÷àåòñÿ áàø-

íÿ (T5) ñ ãðóïïîé Ãàëóà S4 , òî íà îñíîâàíèè ëåììû 7.4.2 ν̃l = jl · ν0 (l = 1, 2) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 7.4.3

(1 + j + j2)Wν̃0 = 2D̃, (1 + j + j2)Uν̃0 ≡ D̃,

ãäå D̃ j -èíâàðèàíòåí, áåç êðàòíûõ êîìïîíåíò è j -íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, ïðè-

ìåíÿÿ ëåììó 6.3.4 ãë. 1, ïîëó÷àåì

Wν̃0 = ν∗0(Wπ0 − (Wπ0 ,Wν0)), Uν̃0 ≡ ν∗0(Uπ0)−
1

2
ν∗0(Wπ0 ,Wν0).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D̃ òàêæå iν0 -èíâàðèàíòåí, íî ìîæåò ñîäåðæàòü iν0 -íåïîäâèæíûå òî÷-

êè. Çíà÷èò

(t0)∗(ν0)∗(D̃) =
∑
R

6Pr +
∑
S

3Qs,

ãäå íàä Qs íàêðûòèÿ ν0, t0 âåòâÿòñÿ, à íàä Pr � íå âåòâÿòñÿ (âîçìîæíî R èëè S � ïóñòûå

ìíîæåñòâà). Ïîëîæèì D =
∑

R Pr +
∑

S Qs .

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (D) ïðèâîäèò

ê áàøíå (T5) ñ G((̌C)/C) ∼= S4 .

Òàê êàê êîìïîçèöèè ν̃0 · ˜̃ν0 = ν̃1 · ˜̃ν1 äèàãðàììèçóåìû, òî èõ ìîæíî âëîæèòü â áàøíþ

(T6) (òåîðåìà 6.3.2 ãë. 6). Ïðè ýòîì, èñïîëüçóÿ ëåììó 6.3.4 ãë 6, èç óñëîâèÿ (D) ìîæíî

âûâåñòè óñëîâèå (D̃) è çíà÷èò íà îñíîâàíèè ëåììû 7.4.3 ν̃l = jl · ν̃0 .

Ëåììà 7.4.4. Åñëè êðèâàÿ C̃N êîììóòàòèâíîé áàøíè (T6) èìååò àâòîìîðôèçì òðå-

òüåãî ïîðÿäêà j è ñu0 = j2 · ν̃1 = j · ν̃ , òî íà ˜̃C0 = ˜̃C1
˜̃C0 = ˜̃C2 ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùååñÿ

ïðè öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâêàõ òåðíàðíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå èíäóöèðóåò àâòîìîð-

ôèçì òðåòüåãî ïîðÿäêà íà Č .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì òåðíàðíîå îòíîøåíèå (x0, x1, x2) óñëîâèÿìè

ν̃0(x0) = ν̃1(x1) = ν̃2(x2), x2 = ˜̃ν((x1, x2)),

ãäå (x1, x2) - òî÷êà ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ Č = ˜̃C0 ×C̃N

˜̃C1 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (x1, x2, x0) è (x2, x0, x1) òàêæå îáðàçóþò òåðíàðíîå

îòíîøåíèå. ×òîáû îïðåäåëèòü àâòîìîðôèçì j0 íà êðèâîé Č , ïðåäñòàâèì åå â âèäå ðàñ-

ñëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ˜̃C0 ×C̃N

˜̃C1 è ïîëîæèì j0(x0, x1) := (x1, x2) .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.4.4 ê íàøåé ñèòóàöèè, ïîëó÷àåì íà Č êðîìå ïîñòðîåííîãî àâòîìîð-

ôèçìà j0 åùå òðè:

jk+1 = i˜̃νk
j0 i˜̃νk

(k = 0, 1, 2)

âñåãî âìåñòå ñ îáðàòíûìè âîñåìü àâòîìîðôèçìîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà.
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Ëåììà 7.4.5. Â áëîêå (T6) áàøíè (T5) õàðàêòåðèñòèêè íàêðûòèé ν̃1, ν̃2 iν0 -èíâîëþòèâíû.

Ïî ñèììåòðèè àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ äðóãèõ ïàð íàêðûòèé òðîéêè

ν̃0, ν̃1, ν̃2 .

Äåéñòâèòåëüíî,

(Wν̃2 , Uν̃2) = j((Wν̃0 , Uν̃0)) = jiν0((Wν̃0 , Uν̃0)) = iµ0j
2((Wν̃0 , Uν̃0)) = iν0((Wν̃1 , Uν̃1)).

Èç ëåììû 7.4.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíèìà óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïàð. 3 è âîñüìè-

ëèñòíûå íàêðûòèÿ

νl · ν̃l · ˜̃νl : Č → C (l = 0, 1, 2)

âêëàäûâàþòñÿ â áàøíè òèïà (T4), ïðè÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèé 7.3.4 è 7.2.6

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðèâàÿ Č/{1, i˜̃ν0 , i˜̃π′0 , i˜̃π′′0 } ñîâïàäàåò ñ C̃0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (D) .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òðè ïîëó÷åííûå áàøíè òèïà (T4) èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé. Íà

îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 7.3.1 êðèâàÿ Č èìååò äåâÿòü èíâîëþöèé è øåñòü àâòîìîðôèçìîâ

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Çíà÷èò ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå τ : Č → C èìååò 24 àâòîìîðôèçìà è,

ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà. Òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ïðåäëîæåíèè

7.5.1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíâîëþöèè i˜̃ν0 è i˜̃ν1 âìåñòå ñ ëþáûì àâòîìîðôèçìîì òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïîðîæäàþò çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó A4 ⊂ S4 . Èíâîëþöèè i˜̃ν0 , i˜̃ν1 , i˜̃π0
ïîðîæäàþò

ãðóïïó êâàäðàòà (ô 3). Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Gτ
∼= S4 . Ïðåäëîæåíèå 7.4.1 äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, áàøíÿ (T5) âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ íå íîðìàëüíûì òðåõëèñòíûì íàêðû-

òèåì t0 : C0 → C è äâóëèñòíûì íàêðûòèåì π0 : C̃0 → C , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (D) .

Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòèê ýòèõ äâóõ íàêðûòèé, ìîæíî îïðåäåëèòü âñå õàðàêòå-

ðèñòèêè áàøíè (T5) . Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ÷àñòè÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 7.4.6. Â áàøíå (T5) íàêðûòèÿ

πl : C̃l → Cl l = (0, 1, 2)

èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, à íàêðûòèÿ

qk : Yk → C k = (0, 1, 2, 3)
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èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì ðîäû ýòèõ êðèâûõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

g(Yk)− g(C) = g(C̃l)− g(Cl).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ èç îáùåãî ïðåäëîæåíèÿ

7.1.1. Ñîîòíîøåíèå íà ðîäû âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 7.4.7. Ïóñòü x � òî÷êà êðèâîé C . Òîãäà

(i) åñëè tl è πi íå ðàçâåòâëåíû íàä x, òî âñå íàêðûòèÿ áàøíè (T5) íå ðàçâåòâëåíû

íàä íåé;

(ii) åñëè tl íàä x èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà òðè, òî πl íàä x íå ðàçâåòâëåíî, à qk

èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà òðè;

(iii) åñëè tl íàä x èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà äâà, à πl íàä x íå ðàçâåòâëåíî, òî qk íàä

x èìååò îäíî âåòâëåíèå èíäåêñà äâà;

(iv) åñëè πl íàä x ðàçâåòâëåíî, à tl íå ðàçâåòâëåíî, òî πl è qk íàä x èìåþò ðîâíî

äâà âåòâëåíèÿ èíäåêñà äâà;

(v) åñëè è πl , è tl íàä x ðàçâåòâëåíû, òî tl íàä x èìååò îäíî âåòâëåíèå èíäåêñà

äâà, ñëåäîâàòåëüíî, äâà ïðîîáðàçà, πl ðàçâåòâëåíî íàä íèìè îáîèìè, à qk íàä x èìååò

âåòâëåíèå èíäåêñà 4.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî òî÷åê x òèïà (ii), (iii), (iv), (v) ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç w′′ , w′′′ , wiv ,

wv . Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãóðâèöà, ïîëó÷èì

g(Yk) = 4g(C)− 3 + w′′ +
1

2
w′′′ + wiv +

3

2
wv,

g(Cl) = 3g(C)− 2 + w′′ +
1

2
w′′′ +

1

2
wv,

g(C̃l) = 6g(C)− 5 + 2w′′ + w′′′ + wiv + 2wv,

g(C̃l)− g(Cl) = 3g(C)− 3 + w′′ +
1

2
w′′′ +

3

2
wv = g(Yk) = g(C).

Çàìå÷àíèå 7.4.8. Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåðàçâåòâëåííîì íàêðûòèè π0

ðÿä g1
4 , èíäóöèðîâàííûé íàêðûòèåì qk : Yk → C = P1 , íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âèäà 4P è

2P + 2Q .
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Çàìå÷àíèå 7.4.9. Áàøíÿ (T5) îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòèìîñòè êîíñòðóêöèè â ñëåäóþ-

ùåì ñìûñëå. Âñå ñîïðÿæåííûå íàêðûòèÿ qk áàøíè (T5) íå íîðìàëüíû, ïðè÷åì èõ íîðìà-

ëèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ 24-ëèñòíîå íàêðûòèå τ : Č → C . Ñëåäîâàòåëüíî, áàøíþ (T5) ìîæíî

êîíñòðóèðîâàòü, èñõîäÿ èç íàêðûòèÿ qk . Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü åãî íîðìàëèçàöèþ τ è

áàøíþ Ãàëóà íàêðûòèÿ τ .

7.5 Íîðìàëüíûé ñëó÷àé

Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà òðåõëèñòíîå íàêðûòèå t0 : C0 → C íîðìàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî,

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà. Òîãäà ãðóïïà Ãàëóà Gt0 èçîìîðôíà Z/3Z , è ÷åðåç j ìû îáîçíà-

÷èì åå îáðàçóþùóþ. Êàê è ïðåæäå, π0 : C̃0 → C � äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Íàñ èíòåðåñóåò

âîïðîñ: êîãäà êîìïîçèöèþ t0 · π0 ìîæíî âïèñàòü â êîììóòàòèâíóþ áàøíþ (T6)?

Č

π̃0 π̃1 π̃2 ↙ ↓ t̃0 ↘ t̃1 t̃2 t̃3

C̃0 C̃1 C̃2 Y0 Y1 Y2 Y3

π0 ↘ π1 ↓ π2 ↙ q0 q1 q2 q3 (T8)

C0

t0

C

Çäåñü, êàê è â áàøíå (T5) , ñòðåëêè, îáîçíà÷åííûå áóêâîé q ñ ðàçëè÷íûìè ìåòêàìè

ïðåäñòàâëÿþò ÷åòûðåõëèñòíûå íàêðûòèÿ, áóêâîé t � òðåõëèñòíûå íàêðûòèÿ, áóêâîé π �

äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 7.5.1. Äâåíàäöàòèëèñòíîå íàêðûòèå τ : Č → C äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

â áàøíþ (T8) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà,

èçîìîðôíîé çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4 < S4 . Ïðè ýòîì

Č = C0 ×C Yk (k = 0, 1, 2, 3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå τ : Č → C áàøíè (T8) èìååò òðè èíâîëþöèè è âîñåìü

àâòîìîðôèçìîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà. Èíâîëþöèè

iπ̃0 , iπ̃1 , iπ̃2 âìåñòå ñ ïðîèçâîëüíûì àâòîìîðôèçìîì jk òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîðîæäàþò ãðóïïó

Gτ . Åñëè áû jk áûë ïåðåñòàíîâî÷åí ñ êàêîé-ëèáî èíâîëþöèåé, òî Gτ áûëà áû öèêëè÷åñêîé

ãðóïïîé. Çíà÷èò ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

iπ̃0 = jk iπ̃1 j
2
k = j2

k iπ̃2 jk.

Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ãðóïïû A4 ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 7.5.2. Êîìïîçèöèÿ t0 · π0 âïèñûâàåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ áàøíþ (T8)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà (Wπ0 , Uπ0) íàêðûòèÿ π0 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (D): ñóùåñòâóåò äèâèçîð D òàêîé, ÷òî

(t0)∗Wπ0 = 2D, (t0)∗Uπ0 = D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (C) ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 7.4.3. Îáðàòíî, ïðè

óñëîâèè (D) ñòðîèòñÿ áëîê òèïà (T6) áàøíè (T8) ñ πl = jl · π0 (l = 1, 2) .Òîãäà íà îñ-

íîâàíèè ëåììû 7.4.4 íà (̌C) ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ïàðû àâòîìîðôèçìîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà,

ôàêòîðèçóÿ ïî äåéñòâèþ êîòîðûõ ïîëó÷àåì êðèâûå Yk (k = 0, 1, 2, 3) . Íàêðûòèÿ qk êîð-

ðåêòíî îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì êîììóòàòèâíîñòè áàøíè (T8) .

Åñëè êîìïîçèöèÿ t0 · π0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (D) , òî áàøíþ (T8) ìîæíî ïîëó÷èòü,

âçÿâ Č = C̃0×C0 C̃2 , ãäå π1 : C̃1 → C0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê j·π0 . Èç ëåììû 7.4.2 è ïðåäëîæåíèÿ

7.5.2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ áàøíÿ (T8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì ïóòåì.

Ïðåäëîæåíèå 7.5.3. Â áàøíå (T8) íàêðûòèÿ qk : yk → C èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, à

íàêðûòèÿ πl : C̃l → C0 � ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì g(Yk)− g(C) = g(C̃l)− g(C0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîìîðôèçìû íàêðûòèé ïîëó÷àþòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ïðåäëîæåíèÿ 7.1.1.

Ñîîòíîøåíèå íà ðîäû âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 7.5.4. Ïóñòü x � òî÷êà êðèâîé C áàøíè (8). Òîãäà
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(i) åñëè t0 è π0 íå ðàçâåòâëåíû íàä x, òî âñå íàêðûòèÿ áàøíè (8) íå ðàçâåòâëåíû

íàä íåé;

(ii)åñëè t0 íàä x èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà òðè, òî πl íàä x íå ðàçâåòâëåíî, à qk

èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà òðè;

(iii) åñëè πl íàä x ðàçâåòâëåíî, òî t0 íàä x íå ðàçâåòâëåíî, à πl è qk èìåþò ðîâíî

äâà âåòâëåíèÿ èíäåêñà äâà.

Îòìåòèì, ÷òî çàìå÷àíèÿ 7.4.8 è 7.4.9 ïàð. 4 îñòàþòñÿ â ñèëå è ñåé÷àñ, ñ òîé ëèøü

ðàçíèöåé, ÷òî íîðìàëèçàöèåé ÷åòûðåõëèñòíûõ íàêðûòèé qk : Yk → C â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

12-ëèñòíîå íàêðûòèå τ : Č → C .

Ðàçäåë II. ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß ÏÐÈÌÀ

7.6 Î ôóíêòîðèàëüíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ Ïðèìà

Êàæäîìó êîíå÷íîëèñòíîìó íàêðûòèþ êðèâûõ π : C̃ → C ñîîòâåòñòâóåò àññîöèèðîâàííûé

ãîìîìîðôèçì ÿêîáèåâûõ ìíîãîîáðàçèé, òàê íàçûâàåìîå íîðìåííîå îòîáðàæåíèå. Íåïðè-

âîäèìàÿ êîìïîíåíòà íóëÿ ýòîãî ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ïðèìà èëè ïðî-

ñòî ïðèìèàíîì íàêðûòèÿ π � Pπ = ker0 J∗(π) . Èçó÷èì âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ñîîòâåòñòâèå

Ïðèìà ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé êðèâûõ â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ

ìíîãîîáðàçèé (ñì. ïàð. 1).

Ñîîòâåòñòâèå ßêîáè J : C 7→ J(C) èíäóöèðóåò äâà ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè êðèâûõ â

êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé:

(i) êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà, ñîïîñòàâëÿþùèé íàêðûòèþ êðèâûõ α :

C → C ′ íîðìåííîå îòîáðàæåíèå J∗(α) : J(C)→ J(C ′) ;

(ii) êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà J∗(α) : J(C ′)→ J(C) .

Äèàãðàììà (1) èíäóöèðóåò äèàãðàììû

J(C̃)
J∗(α̃)−→ J(C̃ ′)

J∗(π) ↓ ↓ J∗(π′) (T21)
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J(C)
J∗(α)→ J(C ′)

è

J(C̃ ′)
J∗(α̃)−→ J(C̃)

J∗(π
′) ↓ ↓ J∗(π) (T31)

J(C ′)
J∗(α)→ J(C) .

Èç ôóíêòîðèàëüíîñòè J∗ ñëåäóåò, ÷òî äèàãðàììà (T21) êîììóòàòèâíà. Ïîýòîìó J∗(α̃)Pπ ⊂

Pπ′ è, äîîïðåäåëèâ P∗(α̃, α) = J∗(α̃)|Pπ , ïîëó÷àåì êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð Ïðèìà.

Âî âòîðîì ñëó÷àå âîïðîñ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü ñíà-

÷àëà C̃ â äèàãðàììå (T11) ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì C ×C′ C̃ ′ . Òîãäà, êàê

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, äèàãðàììà (T31) êîììóòàòèâíà. Ïîýòîìó J∗(α̃)Pπ′ ⊂ Pπ .

Åñëè C̃ 6= C ×C′ C̃ ′ , òî äèàãðàììó (T11) ìîæíî äîïîëíèòü äî äèàãðàììû (T2) è

J∗(α̃)Pπ′ = j∗(π̃)(J∗(α̃0)Pπ′) , ïðè÷åì J∗(α̃0)Pπ′ ⊂ Pπ1 . Íî òîãäà

J∗(π)(J∗(α̃)Pπ′) = J∗π0J∗(π̃)J∗(π̃)J∗(α̃0)Pπ′ ⊂ deg π̃ · J∗(π̃0)Pπ0 .

Èòàê, ñîîòâåòñòâèå Ïðèìà èíäóöèðóåò äâà ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè êîíå÷íîëèñòíûõ

íàêðûòèé êðèâûõ â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé:

(i) êîâàðèàíòíûé P∗(α̃, α) = J∗(α̃)|Pπ ;

(ii)êîíòðàâàðèàíòíûé P ∗(α̃, α) = J∗(α̃)|Pπ′
.

Ëþáàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ρJ : J → Ĵ ÿêîáèàíà íàêðûâàþùåé êðèâîé èíäóöèðóåò ïîëÿðèçà-

öèþ íà ïðèìèàíå óñëîâèåì êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

J
ρJ−→ Ĵ

ν ↑ ↓ ν̂

P
ρP−→ P̂ ,

ãäå ν � âëîæåíèå.

Ïîëó÷åííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ïðèìèàíà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Êàíîíè÷åñêèå ïîëÿðè-

çàöèè ïðèìèàíîâ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé èçó÷åíû Ìàìôîðäîì [101]. Ñàñàêè îáîáùèë åãî
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ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ öèêëè÷åñêèõ íàêðûòèé [103]. Îí ïîêàçàë, ÷òî õîòÿ,

âîîáùå ãîâîðÿ, êàíîíè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ïðèìèàíà öèêëè÷åñêîãî íàêðûòèÿ íå ÿâëÿåò-

ñÿ ãëàâíîé, ñóùåñòâóåò èçîãåííîå ïðèìèàíó ìíîãîîáðàçèå, àññîöèèðîâàííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ

êîòîðîé ãëàâíàÿ. Ïîñòðîåííàÿ èçîãåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â èçîìîðôèçì äëÿ ïðèìèàíîâ:

(1) íåðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé,

(2) ðàçâåòâëåííûõ ð-ëèñòíûõ öèêëè÷åñêèõ íàêðûòèé ñ ãëîáàëüíûì èíäåêñîì âåòâëå-

íèÿ

r =
∑

(ri − 1) = (p− 2)(g − 1)

ãäå g � ðîä íàêðûâàåìîé êðèâîé.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîì ìíîãîîáðàçèè Ïðèìà. Â ÷àñòíîñòè,

ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà äâóëèñòíûõ íàêðûòèé ãëàâíî ïîëÿðèçîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íàêðûòèÿ ðàçâåòâëåíû íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíî ïîëÿðèçî-

âàííîå ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîëèñòíîãî íàêðûòèÿ C → P1 ñîâïàäàåò

ñ êàíîíè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííûì ÿêîáèàíîì êðèâîé Ñ.

Êàê îêàçàëîñü, äåéñòâèå ôóíêòîðîâ Ïðèìà íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êàíîíè÷åñêè ïîëÿ-

ðèçîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà: êàíîíè÷åñêèå ïîëÿðèçàöèè íå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó

ïðè ìîðôèçìàõ ìíîãîîáðàçèé (ãë. 6, òåîðåìà 6.3.7) .

7.7 Ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

òðèãîíàëüíîé êðèâîé

Çäåñü ìû äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò îá èçîãåíèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà, êîòîðàÿ ïðåâðà-

ùàåòÿ â íåêîòîðûõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ â èçîìîðôèçì ïðèìèàíà ñ ÿêîáèàíîì.

Ñîãëàñíî ðàçäåëó I ýòîé ãëàâû êîìïîçèöèþ

C̃0
π0→ C0

t0→ C

äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π0 è òðåõëèñòíîãî íàêðûòèÿ t0 ìîæíî âïèñàòü â áàøíþ (T5) , åñëè

t0 íå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà, èëè â áàøíþ (T8) , åñëè t0 � íîðìàëüíîå íàêðûòèå.
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Ïðåäëîæåíèå 7.7.1. Ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè Ïðèìà Pπ0 è Pqk áàøíè (T5) (èëè (T8))

ñóùåñòâóþò èçîãåíèè

αk : Pπ0 → Pqk , α′k : Pqk → Pπ0 ,

òàêèå, ÷òî

α′k · α0 = 2Pπ0
, α∗k(ρqk) = 2ρπ0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâåäåì ñíà÷àëà äëÿ áîëåå ïðîñòîãî íîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ. Îïðåäåëèì

αk = (t̃k)∗ · π̃∗0, α′k = (π̃0)∗ · t̃∗k.

Ââèäó ôóíêòîðèàëüíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ Ïðèìà èìååì

αk(Pπ0) ⊂ Pqk α′k(Pqk) ⊂ Pπ0 .

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

Pπ0

αk−→ Pqk
α′k−→ Pπ0 : α′k · αk = 2Pπ0

+ (π̃0)∗jkπ̃
∗
0 + (π̃0)∗j

2
k π̃

∗
0,

ïðè÷åì (π̃0)∗j
l
kπ̃

∗
0 = π∗0j

l
k(π0)∗ = 0 íà ìíîãîîáðàçèè Ïðèìà Pπ0 (l = 1, 2) . Òàê êàê ê òîìó

æå ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà Pπ0 è Pqk íåïðèâîäèìû è îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè (ïðåäëîæåíèå

7.5.3), òî αk è α′k � èçîãåíèè.

Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå íà ïîëÿðèçàöèè. Ïî îïðåäåëåíèþ

α∗k(ρqk) = α̂k · ρqk · αk = ˆ̃π∗0 · (ˆ̃tk)∗ · ρ̂qk · (t̃k)∗ · π̃0
∗.

Íèæå νPqk
îçíà÷àåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå Pqk â J(Yk) . Ïîñòðîèì äèàãðàììó

Pπ0

ν−→ J(C̃0)
λ2θ(C̃0)−→ Ĵ(C̃0)

ν̂−→ P̂π0

π̃∗0 ↓ π̃∗0 ↓ ↑ ˆ̃π∗0 ↑ ˆ̃π∗0

Pπ̃1

ν−→ J(Č)
γ−→ Ĵ(Č)

ν̂−→ P̂π̃1

(ťk)∗ ↓ (ťk)∗ ↓ ↑ (ˆ̌tk)∗ ↑ (ˆ̌tk)∗

Pqk
ν−→ J(Yk)

λθ(Yk)−→ Ĵ(Yk)
ν̂−→ P̂qk
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Íóæíîå ñîîòíîøåíèå íà ïîëÿðèçàöèè ñðàçó ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè ýòîé äèàãðàì-

ìû, ïðè÷åì êîììóòàòèâíîñòü âñåõ åå êâàäðàòîâ î÷åâèäíà çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñðåäíèõ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîììóòàòèâíîñòè íèæíåãî ñðåäíåãî êâàäðàòà çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî,

÷òî ãîìîìîðôèçìû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îáðàçîâ ÿêîáèåâûõ ìíîãîîáðàçèé

(t̃k)∗ : J(Č)→ J(Yk), t̃∗k : J(Yk)→ J(Č)

äóàëüíû äðóã ê äðóãó:

(ˆ̃tk)∗ = λθ(Č) t̃
∗
k λ

−1
θ(Yk),

ˆ̃t∗k = λθ(Yk) (t̃k)∗ λ
−1
θ(Č)

.

Ïîýòîìó

((t̃k)∗)
∗ (λθ(Yk)) = (ˆ̃tk)∗ λθ(Yk) (t̃k)∗ = λθ(Č) t̃

∗
k (t̃k)∗ = λθ(Č) (1 + jk + j2

k).

Ïîñêîëüêó ˆ̃π∗0 λθ(Č) π̃
∗
0 = λ2θ(C̃0) ([101], [2

∗]), ∗0 λθ(Č) j
l
kπ̃

∗
0 = 0 (l = 1, 2) .

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

J(C̃0)× J(C̃1)× J(C̃2)
γ−→ J(Č), γ = π̃∗0 + π̃∗1 + π̃∗2,

è ïðåäñòàâèì π̃∗l â âèäå êîìïîçèöèè êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ J(C̃l) â J(C̃0)×J(C̃1)×J(C̃2)

è ãîìîìîðôèçìà γ = π̃∗0 + π̃∗1 + π̃∗2 . Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ J(Č)èìååì

ˆ̃π∗0λθ(Č)(x) = ˆ̃π∗0cl(T
∗
xθ(Č)− θ(Č)) = cl(T ∗(π̃∗0)−1x

ˆ̃π∗0θ(Č)− ˆ̃π∗0θ(Č)).

Òàê êàê jlkπ̃
∗
0 = π̃∗3−l (ëåììà 7.4.2), òî ïðè x ∈ jlkπ̃∗0J(C̃0) èìååì x ∈ π̃∗3−lJ(C̃3−l) è ìîæíî

âçÿòü (π̃∗0)
−1x = 0 . Îòñþäà ˆ̃π∗0λθ(Č)π̃

∗
3−l = 0 (l = 1, 2) .

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íå íîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ (áàøíÿ (T5)).

Ïîëîæèì

α̃k = (µk)∗(
˜̃tk)∗ ˜̃ν

∗
0 π̃

∗
0, α̃′k = (π̃0)∗(˜̃ν0)∗ t̃

∗
k ν

∗
k .

Îïÿòü èç-çà ôóíêòîðèàëüíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ Ïðèìà

α̃k(Pπ0) ⊂ Pqk , α̃′k(Pqk) ⊂ Pπ0 .
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Âìåñòå ñ α̃k è α̃′k óäîáíî ðàññìàòðèâàòü

αk = (t̃k)∗ π̃
′
0, α′k = (π̃′0)∗ t̃

∗
k,

òàê êàê ââèäó

π̃0 · ˜̃π0 = π̃′0 · ˜̃π′0, µk · ˜̃tk = t̃k · ˜̃π′0

èìååì α̃k = 2αk è α̃′k = 2α′k .

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

α̃′k · α̃k = 4α′kαk = 8Pπ0
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α′kαk = 2Pπ0
è çíà÷èò α′k è αk èçîãåíèè (ïðåäëîæåíèå 7.4.6).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ íà ïîëÿðèçàöèè íàì ïîíàäîáèòñÿ êîììóòàòèâíîñòü

äèàãðàììû (ãäå âñå ν îçíà÷àþò âëîæåíèÿ):

Pπ0

ν−→ J(C̃0)
λ8θ(C̃0)−→ Ĵ(C̃0)

ν̂−→ P̂π0

π̃∗0 ↓ π̃∗0 ↓ ↑ ˆ̃π∗0 ↑ ˆ̃π∗0

Pν̃0
ν−→ J( ˜̃C0)

γ−→ Ĵ( ˜̃C0)
ν̂−→ P̂ν̃0

˜̃π∗0 ↓ ˜̃π∗0 ↓ ↑ ˆ̃̃π∗0 ↑ ˆ̃̃π∗0

P˜̃ν2

ν−→ J(Č)
γ̌−→ Ĵ(Č)

ν̂−→ P̂˜̃ν2

(σk)∗ ↓ (σk)∗ ↓ ↑ (σ̂k)∗ ↑ (σ̂k)∗

Pqk
ν−→ J(Yk)

λθ(Yk)−→ Ĵ(Yk)
ν̂−→ P̂qk

ãäå

γ = λ
2θ( ˜̃C0)

(1 + i˜̃π0
), γ̌ = λθ(Č)(1 + jk + j2

k + i˜̃π0
+ i˜̃π0

jk + i˜̃π0
j2
k), σk = µk · ˜̃tk.

Ïî ñóùåñòâó â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ ëèøü êîììóòàòèâíîñòü òðåõ ñðåäíèõ êâàä-

ðàòîâ.

Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ

(σk)∗ : J(Č)→ J(Yk), σ∗k : J(Yk)→ J(Č)

äóàëüíû äðóã ê äðóãó, òî

(σ̂k)∗ = λθ(Č) σ
∗
k λ

−1
θ(Yk), σ̂∗k = λθ(Yk) (σk)∗ λ

−1
θ(Č)

.
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Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü íèæíåãî ñðåäíåãî êâàäðàòà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîììóòàòèâíîñòè öåíòðàëüíîãî êâàäðàòà èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî

i˜̃π′0 · π̃
′
0 = ˜̃π′0 · i˜̃π′0 .

Íàêîíåö, êîììóòàòèâíîñòü âåðõíåãî ñðåäíåãî êâàäðàòà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà iπ̃0 · π̃∗0 =

π̃∗0 .

Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü ïîñòðîåííîé äèàãðàììû, ïîëó÷àåì

α̃∗k(ρqk) = ˆ̃αk · ρqk · α̃k = 8ρπ0
= 4α∗k(ρqk).

Îòñþäà α∗k(ρqk) = 2ρπ0
. Ïðåäëîæåíèå 7.7.1 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 7.7.2. Åñëè C → P1 � òðèãîíàëüíàÿ êðèâàÿ, π0 : C̃0 → C0 � äâóëèñòíîå

íàêðûòèå, ðàçâåòâëåííîå íå áîëåå, ÷åì íàä äâóìÿ òî÷êàìè êðèâîé C0 , îòîáðàæàþùè-

ìèñÿ ïðè t0 â îäíó è òó æå òî÷êó, òî ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

(Pπ0 ,Ξπ0) è (J(Yk), θ(Yk)) èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû èìååì α′k ·αk = 2Pπ0
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç-çà αk ·π∗0 =

q∗k · (t0)∗ = 0 âåðíî âêëþ÷åíèå

π∗0(J(C0)) ∩ Pπ0 = (Pπ0)2 ⊂ ker0 αk.

Îòñþäà αk = 2αk0 , ãäå αk0 è α′k � âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîðôèçìû. Ïîñêîëüêó ãëàâíàÿ

ïîëÿðèçàöèÿ λΞπ0
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 2λΞπ0

= ρπ0 [101], òî èç α
∗
k(ρqk) = 2ρπ0 ïîëó÷àåì

α∗0(θ(Yk)) = Ξπ0 . Îãðàíè÷åíèå íà Uπ0 óñëîâèÿ (D) ïðè t0 : C0 → C = P1 âûïîëíÿåòñÿ

àâòîìàòè÷åñêè, èáî äèâèçîðû ðàâíûõ ñòåïåíåé íà P1 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.

Ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèÿ 7.7.2 â ñëó÷àå íåðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ π0 èçâåñòíû ïî

ðàáîòå Ðåöèëëàñà [102]. Òàì ïî ïðîèçâîëüíîé êðèâîé Y ñ ðÿäîì g1
4 , íå ñîäåðæàùèì äè-

âèçîðîâ âèäà 2P + 2Q è 4P , ñòðîèòñÿ íåðàçâåòâëåííîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå π0 : C0 → C

ñ òðèãîíàëüíîé êðèâîé C è èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå åå ÿêîáèàíà J(Y ) â ìíîãîîáðàçèå

Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π0 .
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Ïðåäëîæåíèå 7.7.3. ("Òåîðåìà Òîðåëëè") Ïóñòü M � ñåìåéñòâî äâóëèñòíûõ íàêðû-

òèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 7.7.2. Òîãäà îòîáðàæåíèå Ïðèìà, ñîïî-

ñòàâëÿþùåå íàêðûòèþ π0 ∈M åãî ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûé ïðèìèàí, èíúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 7.7.2 è ñâîéñòâà îáðàòèìîñòè êîíñòðóêöèè áà-

øåí (T5) è (T8) .

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ íåðàçâåòâëåííûìè íàêðûòèÿìè, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò, õîðîøî èç-

âåñòíûé ïî ñòàòüå [111].



Ãëàâà 8

Ïðèìèàíû ðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ

íàêðûòèé òðèãîíàëüíûõ êðèâûõ

Â äàííîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [5] àâòîðà.

Ïî äâóëèñòíîìó íàêðûòèþ π : C̃ → C è òðåõëèñòíîìó íàêðûòèþ t : C → X ïîëíûõ

íåîñîáûõ êðèâûõ ñòðîÿòñÿ ÷åòûðåõëèñòíîå íàêðûòèå q : Y → X è äâóëèñòíîå íàêðûòèå

p : Ỹ → Y òàê, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà äâóëèñòíûõ íàêðûòèé ñâÿçàíû ïàðîé ãîìî-

ìîðôèçìîâ, èíäóöèðóþùèõ âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîðôèçìû ïðè X = P1 è íåêîòîðîì

îãðàíè÷èòåëüíîì óñëîâèè íà âåòâëåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ ïîëíûõ íåîñîáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ êîíå÷íî-

ëèñòíûõ íàêðûòèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì îñíîâíûì ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòî-

ðîãî íå ðàâíà äâóì è òðåì. Â ýòîé êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ è

ôàêòîðîáúåêòû ïî äåéñòâèþ êîíå÷íûõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ.

8.1 Ïîñòðîåíèå áàøåí

Ïóñòü π : C̃ → C � äâóëèñòíîå íàêðûòèå, t : C → X � íîðìàëüíîå òðåõëèñòíîå íàêðûòèå

ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Ãàëóà Gt . Îáðàçóåì òðîéíîå ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå X̌ → C

186
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ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ πa = a · π, a ∈ Gt . Îíî ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèè ïðîåêöèé

X̌
q̌a−→ C̃

πa−→ C (a ∈ Gt)

è ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ãàëóà, ïîðîæäåííîé òðåìÿ èíâîëþöèÿìè.

Êðîìå òîãî, íà X̌ äåéñòâóåò àâòîìîðôèçì j òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñî ñêâîç-

íûì ìîðôèçìîì κ = t · π · q . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ óêàçàííûìè

÷åòûðüìÿ àâòîìîðôèçìàìè, èçîìîðôíà ïîäãðóïïå G ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S6 , ïîðîæ-

äåííîé òðàíñïîçèöèÿìè (12), (34), (56) è ïîäñòàíîâêîé j = (135)(246) . Ïîðÿäîê ãðóïïû

G ðàâåí 24, ò. å. ñòåïåíè ñêâîçíîãî íàêðûòèÿ κ , ïîýòîìó κ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ

ãðóïïîé Gκ
∼= G .

Ïðîôàêòîðèçîâàâ êðèâóþ X̌ ïî äåéñòâèþ àâòîìîðôèçìà j è ïåðåñòàíîâî÷íîé ñ íèì

èíâîëþöèè ãðóïïû Gκ , ïîëó÷èì áàøíþ (7.1), ãäå q, q̃, q̌ � ÷åòûðåõëèñòíûå, t, t̃, ť � òðåõ-

ëèñòíûå è π, τ̌ , p � äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ.

X̌

q̌ ↙ ˇτ ↓ ť↘

C̃ X̃ Ỹ

π ↓ q̃ ↙ ↘ t̃ ↓ p (7.1)

C Y

t↘ ↙ q

X

Åñëè íàêðûòèå t : C → X íå íîðìàëüíî, òî, ïðåäâàðèòåëüíî íîðìàëèçóÿ åãî, ïîëó÷èì

øåñòèëèñòíîå íàêðûòèå Ãàëóà

C0
ν−→ C

t−→ X

ñ ãðóïïîé Ãàëóà, èçîìîðôíîé S3 . Ïîñòðîèì êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ

C0
t0−→ X0

τ−→ X,

îïðåäåëåííóþ ôàêòîðèçàöèåé êðèâîé C0 ïî äåéñòâèþ çíàêîïåðåìåííîé ïîäãðóïïû A2 <

S3 . Ðàññìîòðèì ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå C̃0 = C̃ ×C C0 è ïðîåêöèþ π0 : C̃0 → C0 .
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Òåïåðü ïðåäûäóùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíèìà ê äâóëèñòíîìó íàêðûòèþ π0 è òðåõëèñòíîìó

íàêðûòèþ t0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ áàøíÿ (7.2),

X̌

q̌ ↙ ˇτ ↓ ť↘

C̃0 X̃0 Ỹ0

ν̃ ↙ π0 ↓ q̃ ↙ ↘ t̃ ↓ p0 ↘ µ̃

C̃ C Y Ỹ (7.2)

π ↘ ν ↓ t0 ↘ ↙ q0 ↓ µ ↙ p

C X0 Y

t↘ τ ↓ ↙ q

X

ãäå ñêâîçíîå íàêðûòèå κ : X̌ → X ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà, ãðóïïà Ãàëóà êîòîðîãî

èçîìîðôíà ïîäãðóïïå G ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S6 , ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè

il = (2l − 1 2l) (l = 1, 2, 3), i = (34)(56), j = (135)(246)

Êðèâàÿ Ỹ (ñîîòâåòñòâåííî Y ) è íàêðûòèå µ̃ (ñîîòâ. p · µ̃) ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîðèçàöèåé X̌

ïî äåéñòâèþ ãðóïïû GỸ , ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè i è j (ñîîòâ. GY , ïîðîæäåííîé ýëåìåí-

òàìè i, j è i1, i2, i3 ). Îòìåòèì, ÷òî íàêðûòèÿ q, q0, q̃, q̌ ÷åòûðåõëèñòíû, t, t0, t̃, ť òðåõëèñòíû,

îñòàëüíûå äâóëèñòíû.

8.2 Âû÷èñëåíèå âåòâëåíèé

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé X̌ , κ : X̌ → X � ñîîòâåòñòâóþùåå åé

íàêðûòèå. Åñëè N < H < G � ïîäãðóïïû, òî ôàêòîðèçàöèåé X̌ ïî èõ äåéñòâèþ ìîðôèçì

κ ìîæíî ðàçëîæèòü â êîìïîçèöèþ

X̌
α−→ Y

β−→ Z
γ−→ X
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ãäå α, β · α � íàêðûòèÿ Ãàëóà ñ ãðóïïàìè ñîîòâåòñòâåííî N è H . Âû÷èñëèì âåòâëåíèÿ

íàêðûòèÿ β .

Ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè P êðèâîé X îòíîñèòåëüíî κ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îðáèòó GP̌

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P̌ ýòîãî ïðîîáðàçà. Åñëè G0 � ãðóïïà èçîòðîïèè òî÷êè P̌ , òî îðáèòà

GP̌ áèåêòèâíà ôàêòîðìíîæåñòâó ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/G0 , à åå îáðàçû α(GP̌ ) è

β · α(GP̌ ) èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâåííî äâîéíûì ôàêòîðìíîæåñòâàì

N \G/G0 = {NgG0 | g ∈ G}, H \G/G0 = {HgG0 | g ∈ G}.

Ãðóïïîé èçîòðîïèè òî÷êè gP̌ íàêðûòèÿ Ãàëóà κ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà Gg
0 = gG0g

−1 ãðóïïû

G (êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ G0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ NorG(G0)) , ïðè÷åì êàæäàÿ

ñîïðÿæåííàÿ ê G0 ïîäãðóïïà ãðóïïû G âûñòóïàåò êàê èçîòðîïíàÿ ãðóïïà íåêîòîðîé

òî÷êè ïîëíîãî ïðîîáðàçà òî÷êè P . Èíäåêñ âåòâëåíèÿ iκ(P̌g) òî÷êè P̌g = gP̌ íàêðûòèÿ

Ãàëóà κ ðàâåí ïîðÿäêó åå ãðóïïû èçîòðîïèè

iκ(P̌g) = |Gg
0| = |G0|.

Îòíîñèòåëüíî íàêðûòèé Ãàëóà α è β ·α ãðóïïàìè èçîòðîïèè òî÷êè P̌g áóäóò ñîîòâåò-

ñòâåííî ïîäãðóïïû Gg
0∩N è Gg

0∩H , è ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû âåòâëåíèÿ

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

iα(P̌g) = |Gg
0 ∩N |, iβ·α(P̌g) = |Gg

0 ∩H|.

Èíäåêñ âåòâëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè

îòîáðàæåíèé:

iβ·α(P̌g) = iα(P̌g) · iβ(α(P̌g)).

Îòñþäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà âåòâëåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Q = α(P̌g) êðèâîé Y

ïîëó÷àåì ôîðìóëó

iβ(Q) =
|Gg

0 ∩H|
|Gg

0 ∩N |
.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìîùíîñòè äâîéíîãî êëàññà ñìåæíîñòè

|AcB| = |A| · |B|
|A ∩Bc|

,
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ïîëó÷àåì äðóãîé, áîëåå ïîëåçíûé, âèä ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà âåòâëåíèÿ

iβ(Q) =
|NgG0|
|HgG0|

· (H : N).

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåòâëåíèé íàêðûòèé êðèâûõ áàøåí

(7.1) è (7.2). Ýòè áàøíè ñòðîèëèñü, èñõîäÿ èç íàêðûòèé π è t . Ïîýòîìó òî÷êè âåòâëåíèÿ

è èíäåêñû âåòâëåíèÿ âñåõ íàêðûòèé ýòèõ áàøåí îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè èñõîäíûõ íàêðûòèé. Îòäåëüíî íàäî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàñïîëî-

æåíèÿ âåòâëåíèé íàêðûòèé π è t . ×åðåç P áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êó êðèâîé X , ÷åðåç P̌ �

ïðîèçâîëüíûé åå ïðîîáðàç íà êðèâîé X̌ è ÷åðåç G0 � ãðóïïó èçîòðîïèè òî÷êè P̌ .

À) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé t∗(P ) = P1 + P2 + P3, Pi 6= Pj (i 6= j) .

Aa) Åñëè π íå ðàçâåòâëåíî íàä òî÷êàìè Pi , òî ãðóïïà G0 òðèâèàëüíà è âñå íàêðûòèÿ

áàøåí íåðàçâåòâëåíû íàä òî÷êîé P .

Ab) Åñëè π ðàçâåòâëåíî òîëüêî íàä îäíîé èç òî÷åê Pi , òî ãðóïïà G0 èçîìîðôíà 〈i1〉

è q íàä P èìååò äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ èíäåêñà 2, íàä êîòîðûìè p íå ðàçâåòâëåíî.

Ac) Åñëè π ðàçâåòâëåíî â òî÷íîñòè íàä äâóìÿ èç òî÷åê Pi , òî G0 èçîìîðôíî 〈i1i2〉 è

îïÿòü q íàä P , èìååò äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ, íàä êîòîðûìè p íå ðàçâåòâëåíî.

Ad) Åñëè π ðàçâåòâëåíî íàä âñåìè òðåìÿ òî÷êàìè Pi , òî G0 èçîìîðôíà ãðóïïå 〈i1i2i3〉 ,

ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì i1i2i3 , è q íàä P èìååò ÷åòûðå ïðîñòûõ ïðîîáðàçà, íàä êàæäûì

èç êîòîðûõ p ðàçâåòâëåíî.

B) Ïóñòü t∗(P ) = 2P1 + P2 . (Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå áàøíè (7.2) ).

Ba) Åñëè π íå ðàçâåòâëåíî íàä îáåèìè òî÷êàìè Pi , òî G0 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì i

è q íàä P èìååò åäèíñòâåííîå âåòâëåíèå èíäåêñà 2, à p íå ðàçâåòâëåíî íàä âñåìè òðåìÿ

ïðîîáðàçàìè òî÷êè P .

Bb) Åñëè π ðàçâåòâëåíî íàä P2 è íå ðàçâåòâëåíî íàä P1 , òî G0
∼= 〈i1i〉 è q íàä P

èìååò îäíî âåòâëåíèå èíäåêñà 2, à p ðàçâåòâëåíî íàä ïðîñòûìè ïðîîáðàçàìè òî÷êè P .

Bc) Åñëè π ðàçâåòâëåíî íàä P1 è íå ðàçâåòâëåíî íàä P2 , òî G0 ñîïðÿæåíî ñ 〈i2i〉 è q

íàä P èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ èíäåêñà 4, íàä êîòîðîé p íå ðàçâåòâëåíî.

Bd) Åñëè π ðàçâåòâëåíî è íàä P1 , è íàä P2 , òî G0 ñîïðÿæåíî ïîäãðóïïå 〈i1i2i〉 â S6 è
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îïÿòü q íàä P èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà 4, íàä êîòîðîé p íå ðàçâåòâëåíî.

Ñ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t∗(P ) = 3P1 .

Ca) Åñëè π íàä P1 íå ðàçâåòâëåíî, òî G0
∼= 〈i, j〉 è q íàä P èìååò îäíó ïðîñòóþ òî÷êó

è îäíó òî÷êó âåòâëåíèÿ èíäåêñà 3, ïðè÷åì p íå ðàçâåòâëåíî íàä íèìè.

Cb) Åñëè π ðàçâåòâëåíî íàä P1 , òî G0 ñîïðÿæåíî 〈i1j〉 â S6 è îïÿòü q íàä P èìååò

åäèíñòâåííîå âåòâëåíèå èíäåêñà 3, íî p óæå ðàçâåòâëåíî íàä îáîèìè ïðîîáðàçàìè P .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç wUv ÷èñëî òî÷åê êðèâîé X , ïðèíàäëåæàùèõ òèïó (Uv) . Ïîëîæèì

δ = wAb + wAd + wBb + wBc + wCb .

Ïðåäëîæåíèå 8.2.1. Äëÿ ðîäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ áàøåí (7.1) è (7.2) ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå

g(C̃)− g(C) ≤ g(Ỹ )− g(Y ),

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ X = P1, δ = 0.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ:

(i) åñëè X � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ P1 è δ = 2;

(ii) åñëè X � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è δ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ðîäîâ óêàçàííûõ êðèâûõ ïî ôîðìóëå Ãóðâèöà

ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ âåòâëåíèé íàêðûòèé áàøåí (7.1) è (7.2).

8.3 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ òå áàøíè, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äîêàçàí-

íîãî ïðåäëîæåíèÿ, ò. å. ñëó÷àé X = P1, δ = 0 . Çàìåòèì, ÷òî îí ðàçîáðàí â ïðåäûäóùåé

ãëàâå.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäóöèðîâàííûõ íàêðûòèÿìè êðèâûõ ãîìîìîðôèçìîâ ïðÿìîãî è îá-

ðàòíîãî îáðàçîâ ÿêîáèåâûõ ìíîãîîáðàçèé èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ

çâåçäî÷êè, à êðûøå÷êà îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííûé ìîðôèçì äóàëüíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîá-

ðàçèé.
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Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π : C̃ → C îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà íóëÿ ÿäðà ãîìîìîðôèçìà ïðÿìîãî îáðàçà (íîðìåííîãî îòîáðàæå-

íèÿ) π∗ : J(C̃)→ J(C) . Ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà Pπ îñíàùàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèåé

ρπ , êîòîðàÿ àññîöèèðóåòñÿ ñ ãëàâíîé ïîëÿðèçàöèåé, åñëè π ðàçâåòâëåíî íå áîëåå, ÷åì â

äâóõ òî÷êàõ ([101]).

Òåîðåìà 8.3.1. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà Ppi è Pp äâóëèñòíûõ íàêðûòèé π è p áàøåí

(7.1) è (7.2) ñóùåñòâóþò èçîãåííîå âëîæåíèå α : Pπ → Pp è ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

α′ : Pp → Pπ , äëÿ êîòîðûõ α′ · α = 4Pπ . Ïðè ýòîì

kerα ⊃ π∗(ker t∗) ∩ Pπ, kerα′ ⊃ p∗(ker q∗) ∩ Pp,

à êàíîíè÷åñêèå ïîëÿðèçàöèè ρπ è ρp ïðèìèàíîâ Pπ è Pp ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

α̂ · ρp · α = 4ρπ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå áàøíè (7.1) íàäî âçÿòü

α = ť∗ · q̌∗, α′ = q̌∗ · ť∗.

Âêëþ÷åíèÿ äëÿ ÿäåð ïîëó÷àþòñÿ èç ðàâåíñòâ

α · π∗ = p∗ · q∗ · t∗, α′ · p∗ = π∗ · t∗ · q∗.

Ñîîòíîøåíèå íà ïîëÿðèçàöèè ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì.

Â ñëó÷àå áàøíè (7.2), åñëè ïîëîæèòü

α̃ = µ̃∗ · ť∗ · q̌∗ · ν̃∗, α̃′ = ν̃∗ · q̌∗ · ť∗ · µ̃∗,

ïîëó÷èì α̃′ · α̃ = 16Pπ , ˆ̃′α · ρp · α̃ = 16ρπ . Ðàññìîòðåíèåì ãðóïï Ãàëóà íàêðûòèé ν̃ · q̌ è

µ̃ · ť íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ X̌ → X̌0 , ÷åðåç êîòîðîå

ïðîïóñêàþòñÿ âîñüìèëèñòíîå íàêðûòèå ν̃ · q̌ è øåñòèëèñòíîå íàêðûòèå µ̃ · ť . Ïîýòîìó

α̃ = 2α, α̃′ = 2α′ è ìîðôèçìû α, α′ óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â áàøíÿõ (7.1) è (7.2) X = P1 , δ = 2 è wAc = wBc = wAd = 0 .

Òîãäà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà Pπ è Pp ñîâïàäàþò, ïðè÷åì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
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π ðàçâåòâëåíî íàä äâóìÿ òî÷êàìè, îòîáðàæàþùèìèñÿ ïðè t â ðàçíûå òî÷êè ïðÿìîé P1 ,

à äâóëèñòíîå íàêðûòèå p èìååò 2(wBb + wCb) ≤ 4 âåòâëåíèé. Çíà÷èò ïðè wBb + wCb ≤ 1

ïîëó÷èì ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûå ïðèìèàíû

(Pπ,Ξπ), (Pp,Ξp) (ρπ = 2λξπ , ρp = 2λξp)

(ñì. [101]).

Ñëåäñòâèå 8.3.2. Ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ (Pπ,Ξπ) è (Pp,Ξp) èçî-

ìîðôíû.

Ñîãëàñíî [101]

π∗(ker t∗) ∩ Pπ, p∗(ker q∗) ∩ Pp

ñîâïàäàþò â òî÷íîñòè ñ ïîäãðóïïàìè òî÷åê âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèìèàíîâ (Pπ)2 è (Pp)1 .

Ïîýòîìó

| ker(α′ · α)| = | kerα′| · | kerα| ≥ |(Pπ)2| · |(Pp))2| = 22(dimPπ+dimPp).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

| ker(α′ · α)| = | ker 4Pπ| = 42 dimPπ .

Ìû ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì ([99]), ÷òî ÷èñëî òî÷åê n-òîãî ïîðÿäêà An íà àáåëåâîì

ìíîãîîáðàçèè A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|An| = n2 dimA.

Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

kerα = (Pπ)2, kerα′ = (Pp)2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

α = 2α0, α′ = 2α′0, α′0 · α0 = 1, α∗0(Ξp) = Ξπ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ òðèãîíàëüíîé êðèâîé, ðàç-

âåòâëåííîãî íàä äâóìÿ òî÷êàìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè îäíîìó äèâèçîðó òðèãîíàëüíîãî ðÿ-

äà, ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ êðèâîé ñ ðÿäîì g1
4 , êîòîðîå
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íå ðàçâåòâëåíî, åñëè òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ òðèãîíàëüíîé êðèâîé èìåþò òèï (Ab) èëè

(Bc) , è ðàçâåòâëåíî â äâóõ òî÷êàõ, åñëè ýòè âåòâëåíèÿ òèïà (Bb) èëè (Cb) .

Â ñâÿçè ñ âûøåïðèâåäåííûìè ðåçóëüòàòàìè ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè Äî-

íàãè [83].

Ïóñòü π : C̃ → C � íåðàçâåòâëåííîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íåîñîáîé êðèâîé Ñ, äîïóñêà-

þùåé ÷åòûðåõëèñòíîå (= òåòðàãîíàëüíîå) íàêðûòèå q : C → P1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò àíàëî-

ãè÷íàÿ âûøåïðèâåäåííîé êàíîíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, íàçâàííàÿ òåòðàãîíàëüíîé è âîñõî-

äÿùàÿ ê Ðåöèëëàñó [102], ïîçâîëÿþùàÿ ñ òðîéêîé (C̃, C, q) àññîöèèðîâàòü åùå äâå àíàëî-

ãè÷íûå òðîéêè (C̃0, C0, q0) è (C̃1, C1, q1) , òàê ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà P (C̃, C), P (C̃0, C0)

è P (C̃1, C1) èçîìîðôíû. Äàëåå â óêàçàííîé ñòàòüå äàþòñÿ èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî

ðåçóëüòàòà ê âû÷èñëåíèþ ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ Ïðèìà Pg : Rg → Ag−1 èç ìíîãîîáðàçèÿ

ìîäóëåé Rg íåðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé π : C̃ → C ñ íåîñîáîé êðèâîé C

ðîäà g â ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé Ag−1 ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàç-

ìåðíîñòè g − 1 ê ïðîáëåìå Òîðåëëè (èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Ïðèìà) è ê ïðîáëåìå

Øîòòêè (êîíêðåòíåå � ê óòî÷íåíèþ ðåçóëüòàòîâ Àíäðåîòòè-Ìàéåðà [74] è Áîâèëÿ [76], îïè-

ñûâàþùèõ íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé Vg ⊂ Ag ìíîãîîáðàçèé

Àíäðåîòòè-Ìàéåðà).

Â ñâÿçè ñ ýòèìè âîïðîñàìè Äîíàãè âûäâèãàåò äâå ãèïîòåçû.

(i) Ìíîãîîáðàçèÿ Ïðèìà íåðàçâåòâëåííûõ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé èçîìîðôíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íàêðûâàåìûå êðèâûå òåòðàãîíàëüíû, à äâóëèñòíûå íàêðûòèÿ ïîëó-

÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òåòðàãîíàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

(ii) Âñå ìíîãîîáðàçèÿ Àíäðåîòòè-Ìàéåðà ïðèíàäëåæàò çàìûêàíèþ îáðàçà îòîáðàæå-

íèÿ Ïðèìà, ò. å. èñ÷åðïûâàþòñÿ ÿêîáèàíàìè êðèâûõ è ïðèìèàíàìè äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

òåòðàãîíàëüíûõ è ïðèâîäèìûõ êðèâûõ.

Íàøè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ ê ïåðâîé ãèïîòåçå. Âî-

ïåðâûõ, åñëè âçÿòü äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ π òèïîâ (Ab) èëè (Bc), òî äâóëèñòíîå

íàêðûòèå p îêàçûâàåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðèìèàí íåðàçâåòâëåííîãî

íàêðûòèÿ òåòðàãîíàëüíîé êðèâîé ìîæåò áûòü èçîìîðôíûì ïðèìèàíó ðàçâåòâëåííîãî íà-
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êðûòèÿ òðèãîíàëüíîé êðèâîé. Âî-âòîðûõ, åñòåñòâåííåé íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ïðèìèàíàìè

íåðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé, à ðàññìàòðèâàòü òàêæå ðàçâåòâëåííûå äâóëèñòíûå íàêðû-

òèÿ. Ñîãëàñíî âûøåïðèâåäåííîìó ñëåäñòâèþ â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ

òî÷åê âåòâëåíèÿ (òèïû (Bb)è (Cb)) ðàçâåòâëåííûé òåòðàãîíàëüíûé ïðèìèàí îêàçûâàåòñÿ

èçîìîðôíûì ðàçâåòâëåííîìó òðèãîíàëüíîìó ïðèìèàíó.



Ãëàâà 9

Òåòðàãîíàëüíûå êðèâûå

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, íåñóùèå ïîëíûå ëèíåéíûå ðÿäû g1
4 áåç

íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü ÷åòûðåõëèñòíûå íàêðûòèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 . Òàêèå

êðèâûå íàçûâàþòñÿ òåòðàãîíàëÿìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû è íàêðûòèÿ � òåòðàãîíàëü-

íûìè. Èíòåðåñ ê òåòðàãîíàëÿì îáóñëîâëåí, â ÷àñòíîñòè, òîé ðîëüþ, êîòîðóþ îíè èãðà-

þò â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà. Òàê, âñå èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè òåîðåìû Ìàìôîðäà-

Áîâèëÿ îá îñîáåííîñòÿõ ïðèìèàíîâ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé êðèâûõ ([101], [76]) ìîæíî îòíå-

ñòè ê òåòðàãîíàëÿì, åñëè ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå è òðèãîíàëüíûå íàêðûòèÿ ðàññìàòðèâàòü

êàê âûðîæäåíèÿ íàêðûòèÿ òåòðàãîíàëüíîãî. Â ñòàòüå [102] è ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ

íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

òðèãîíàëè âîçíèêàåò êàê ÿêîáèàí òåòðàãîíàëüíîé êðèâîé èëè êàê ïðèìèàí äâóëèñòíîãî

íàêðûòèÿ òåòðàãîíàëè. Â ñòàòüå [83] âûäâèãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî òåòðà-

ãîíàëüíûìè ïðèìèàíàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ñëó÷àè íàðóøåíèÿ "òåîðåìû Òîðåëëè"äëÿ

ïðèìèàíîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè ðÿäà äàííîãî ïîðÿäêà íà êðè-

âîé. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà êðèâûõ ðîäà g > 9 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî

åäèíñòâåííûé òåòðàãîíàëüíûé ðÿä. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ

òåòðàãîíàëåé íà îñíîâå ãðóïïû Ãàëóà íîðìàëèçàöèè òåòðàãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ, äàþò-

ñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òåòðàãîíàëè ê òîìó èëè èíîìó
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êëàññèôèêàöèîííîìó òèïó. Ñëåäóþùèå ïàðàãðàôû ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ êëàññèôèêà-

öèîííîãî òèïà òåòðàãîíàëüíûõ êðèâûõ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ âèäîâ (ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ,

íåîñîáûõ ïëîñêèõ êâèíòèê, òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíûõ).

9.1 Î åäèíñòâåííîñòè ðÿäà g1
4 íà òåòðàãîíàëüíîé êðèâîé

Íà òåòðàãîíàëüíûõ êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ ðÿä g1
4 ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Íà-

ïðèìåð, íà ëþáîé íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, íåòðèãîíàëüíîé êðèâîé ðîäà 5 ñóùåñòâóåò, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òåòðàãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Çàêîíîìåðåí

âîïðîñ: äëÿ ëþáîãî ëè ðîäà ñóùåñòâóþò êðèâûå ñ áîëåå ÷åì îäíèì òåòðàãîíàëüíûì ðÿ-

äîì? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òåì áîëåå âàæåí, ÷òî ñ íèì ñâÿçàíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Òîðåëëè

äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïðèìà ([111], [77], [94], [90]). Èç äîêàçûâàåìîé íèæå òåîðåìû ìû âûâå-

äåì, ÷òî ðîä êðèâîé, íåñóùåé ðÿäû g1
p 6= g1

q , p, q ≤ 4 , îãðàíè÷åí ñâåðõó è ïîëó÷èì òî÷íûå

îöåíêè.

Òåîðåìà 9.1.1. Åñëè íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóùåñòâóþò ïîëíûå ëèíåéíûå

ðÿäû ßðè g1
p 6= g1

q áåç íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, òî íà íåé ñóùåñòâóåò ïîëíûé ëèíåéíûé

ðÿä g1
r , r ≤ p+ q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëü Y êðèâîé ðîäà g â ïðîåêòèâíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Pg−1 . Ïóñòü äèâèçîð D ðÿäà g1
p íå èìååò êðàòíûõ òî÷åê. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-

Ðîõà i(D) = g+1−p . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 〈D〉 , íàòÿíóòîå íà íîñèòåëü supp(D)

äèâèçîðà D , èìååò ðàçìåðíîñòü dim 〈D〉 = p− 2 .

Âûáåðåì äèâèçîð D′ ðÿäà g1
q òàê, ÷òîáû îí íå ñîäåðæàë êðàòíûõ êîìïîíåíò è îáùàÿ

÷àñòü D0 äèâèçîðîâ D è D′ áûëà áû íåíóëåâàÿ. Ïóñòü

degD0 = s ≥ 1, D′ −D0 =

q−s∑
i=1

Pi.

Ðàññìîòðèè öåïî÷êó âëîæåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ

〈D〉 ⊆ 〈D + P1〉 ⊆ 〈D + P1 + P2〉 ⊆ ... ⊆ 〈D +D′ −D0〉 .
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Ïîñêîëüêó

dim 〈D〉 = p− 2, dim 〈D′〉 = q − 2,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî

dim 〈D +D′ −D0〉 = p+ q − s− 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ t < q − s òàêîå, ÷òî

dim

〈
D +

t∑
i=1

Pi

〉
= dim

〈
D +

t+1∑
i=1

Pi

〉
= p− 2 + t

Òîãäà

l(D +
t+1∑
i=1

Pi) = deg(D +
t+1∑
i=1

Pi)− dim

〈
D +

t+1∑
i=1

Pi

〉
= 3.

Òàêèì îáðàçîì, |D +
∑t+1

i=1 Pi| = g2
r , r = p+ t+ 1 ≤ p+ q − s ≤ p+ q − 1.

Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ òåîðåìó â òðåõ ñëó÷àÿõ:

1) êîãäà íà êðèâîé ñóùåñòâóþò äâà òðèãîíàëüíûõ ðÿäà;

2) êîãäà êðèâàÿ îäíîâðåìåííî òðèãîíàëüíà è òåòðàãîíàëüíà;

3) êîãäà íà êðèâîé ñóùåñòâóþò äâà òåòðàãîíàëüíûõ ðÿäà.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥ 4 íåò ïîëíûõ

ëèíåéíûõ ðÿäîâ g1
3 è g1

4 áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó èç ñóùåñòâîâàíèÿ òðèãîíàëü-

íîãî èëè òåòðàãîíàëüíîãî ðÿäà ïðè g ≥ 4 ñëåäóåò íåãèïåðýëëèïòè÷íîñòü êðèâîé. Äàëåå

Y íåãèïåðýëëèïòè÷íà.

Ïóñòü Y � ïðîèçâîëüíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêàÿ) àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Èíâîëþöèÿ

ñòåïåíè ν íà êðèâîé Y � ýòî ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå γν : X → Sν(Y ) , ãäå X � àëãåáðà-

è÷åñêàÿ êðèâàÿ, Sν(Y ) � ν -êðàòíîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå êðèâîé Y . Ëèíåéíûé

ðÿä grn ñîñòàâëåí èç èíâîëþöèè γν , åñëè ëþáîé äèâèçîð ðÿäà g
r
n ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

äèâèçîðîâ èíâîëþöèè γν . Ðÿä g
r
n ïîðÿäêà n è ðàçìåðíîñòè r , ñîñòàâëåííûé èç íåêîòîðîé

èíâîëþöèè γν ïîðÿäêà ν (1 < ν < n) , íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðÿä

grn íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì. Ñ ëþáûì ëèíåéíûì ðÿäîì grn àññîöèèðîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå T

êðèâîé Y , êîòîðîå ïðè grn ïðîñòîì ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì âëîæåíèåì â ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî Pr ðàçìåðíîñòè r â êà÷åñòâå êðèâîé ñòåïåíè n . Åñëè æå ðÿä grn ñîñòàâëåí



9.1. Î åäèíñòâåííîñòè ðÿäà g1
4 íà òåòðàãîíàëüíîé êðèâîé 199

èç èíâîëþöèè ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ν , òî îáðàç T (Y ) ↪→ Pr ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ñòåïåíè

n/ν è âñå òî÷êè äèâèçîðà èíâîëþöèè γν îòîáðàæàþòñÿ â îäíó òî÷êó êðèâîé T (Y ) .

Ïðåäëîæåíèå 9.1.2. Íà òðèãîíàëüíîé êðèâîé Y ðîäà g(Y ) ≥ 5 ðÿä g1
3 åäèíñòâåí. Íà

êðèâîé Y ðîäà 4 ëèáî ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà òðèãîíàëüíûõ ðÿäà, â ñóììå äàþùèõ êàíî-

íè÷åñêèé êëàññ, ëèáî òðèãîíàëüíûé ðÿä åäèíñòâåí è ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíêîé êàíîíè÷åñêîãî

êëàññà. Íà êðèâîé Y ðîäà 3 ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðÿäîâ g1
3 , êî-

òîðîå ïàðàìåòðèçîâàíî òî÷êàìè êðèâîé Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.1.1, åñëè êà êðèâîé ñóùåñòâóþò äâà òðèãîíàëüíûõ

ðÿäà, òî íà íåé ñóùåñòâóåò ïîëíûé ëèíåéíûé ðÿä g2
5 . Åñëè ýòîò ðÿä áåç íåïîäâèæíûõ

êîìïîíåíò, òî îí ïðîñòîé è îïðåäåëÿåò áèðàöèîíàëüíîå âëîæåíèå Y â ïðîåêòèâíóþ ïëîñ-

êîñòü â êà÷åñòâå êðèâîé ñòåïåíè 5. Ïîýòîìó åå ðîä g(Y ) ≤ 6 . Ïðè g(Y ) ≥ 5 êðèâàÿ Y

ìîæåò èìåòü ñàìîå áîëüøåå îäíó îñîáóþ òî÷êó, ïðè÷åì îáûêíîâåííóþ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèâèçîðà D èç òðèãîíàëüíîãî ðÿäà ñèñòåìà |2L − B − D| ñïåöè-

àëüíûõ ñîïðîâîæäàþùèõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç D , âûñåêàåò íà êðèâîé Y ëèíåéíûé

ðÿä |K −D| ðàçìåðíîñòè dim |k −D| = g(Y )− 3 . Òàêèì îáðàçîì,

dim |2L−B −D| = dim |2L−B| − 2.

Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè áàçèñíûõ òî÷åê ñèñòåìû |2L − B − D|

èìåþòñÿ áîëåå òðåõ êîëëèíåàðíûõ.

Çíà÷èò íà ïëîñêîé êâèíòèêå ðîäà 6 âîîáùå íåò òðèãîíàëüíîãî ðÿäà, à íà ïëîñêîé

êâèíòèêå ðîäà 5 èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ðÿä g1
3 , âûñåêàåìûé ïðÿìûìè ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ðîäà 4. Èõ êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèêè è êóáèêè â P3 . Åñëè êâàäðèêà íåîñîáà, òî êàæäàÿ

èç äâóõ ñèñòåì ïðÿìûõ íà íåé âûñåêàåò òðèãîíàëüíûé ðÿä íà êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè, ïðè-

÷åì â ñóììå ýòè ðÿäû äàþò êàíîíè÷åñêèé êëàññ. Íà îñîáîé êâàäðèêå ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ñèñòåìà ïðÿìûõ, êîòîðàÿ âûñåêàåò ðÿä g1
3 , ÿâëÿþùèéñÿ ïîëîâèíêîé êàíîíè÷å-

ñêîãî êëàññà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê dim |K − g1
3| = 1 , òî òî÷êè äèâèçîðîâ D ðÿäà
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g1
3 êîëëèíåàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðÿäû g1

3 íà êðèâûõ ðîäà 4 èìåþò îïèñàííûé âûøå

âèä.

Åñëè ðîä íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðàâåí òðåì, òî åå êàíîíè÷åñêèé îáðàç ÿâëÿåòñÿ

íåîñîáîé ïëîñêîé êâàðòèêîé, íà êîòîðîé âñå ðÿäû g1
3 âûñåêàþòñÿ ïó÷êàìè ïðÿìûõ ÷åðåç

áàçèñíóþ òî÷êó, ëåæàùóþ íà êâàðòèêå.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ââèäó íåãèïåðýëëèïòè÷íîñòè Y ðÿä g2
5 ìîæåò èìåòü íå áîëåå

îäíîé áàçèñíîé òî÷êè, ïðè÷åì åñëè g2
5 = g2

4 + P , òî ðÿä g2
4 ïðîñòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îí

îïðåäåëÿåò âëîæåíèå Y ↪→ P2 â êà÷åñòâå êâàðòèêè, òî åñòü g(Y ) ≤ 3 .

Ïðåäëîæåíèå 9.1.3. Åñëè íà êðèâîé Y ñóùåñòâóþò ïîëíûå ðÿäû g1
3 è g1

4 áåç íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê, òî åå ðîä g(Y ) ≤ 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëíûé ëèíåéíûé ðÿä g6
r (r ≤ 6) íà Y , ñóùåñòâîâàíèå

êîòîðîãî ïðè óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 9.1.3 ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé 9.1.1. Åñëè r ≤ 5 , òî,

î÷åâèäíî, g(Y ) ≤ 6 .

Ïóñòü r−6 . Åñëè ïîëíûé ëèíåéíûé ðÿä g2
6 ïðîñòîé, òî îí îïðåäåëÿåò áèðàöèîíàëüíîå

âëîæåíèå Y â P2 , èìåþùåå îáðàçîì êðèâóþ T (Y ) ñòåïåíè 6, îòêóäà g(Y ) ≤ 10 .

Äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D ðÿäà g1
3

dim |3L−B −D| = dim |3L−B| − 2.

Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ñîïðîâîæäàþùèõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ

ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ êîìïîíåíòó. Ýòà êîìïîíåíòà � ïðÿìàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò äèâèçîð

D′ òàêîé, ÷òî

D < D′ < B +D, degD′ = 5

è òî÷êè ýòîãî äèâèçîðà êîëëèíåàðíû.

Íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà � êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè ñóùåñòâóåò äèâèçîð D ' ñòå-

ïåíè 8, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ D < D′ < B + D , òî÷êè êîòîðîé ëåæàò íà êðèâîé

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó ýòè óñëîâèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D

ðÿäà g1
3 , òî îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî áàçèñíûé äèâèçîð B ñèñòåìû ñîïðîâîæäàþùèõ êðè-
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âûõ äîëæåí ñîäåðæàòü òî÷êó êðàòíîñòè äâà, òî åñòü êðèâàÿ T (Y ) äîëæíà èìåòü îñîáóþ

òî÷êó êðàòíîñòè 3.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèâèçîðà D òåòðàãîíàëüíîãî ðÿäà g1
4 èìååì

dim |3L−B −D| = dim |3L−B| − 3.

Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî ñðåäè òî÷åê äèâèçîðà B ñóùåñòâóþò ÷å-

òûðå òî÷êè êðàòíîñòè 1, ëåæàùèå âìåñòå ñ òî÷êàìè äèâèçîðà D íà îäíîé êðèâîé âòîðîé

ñòåïåíè, ëèáî òî÷êè D êîëëèíåàðíû ñ ïðîñòîé òî÷êîé áàçèñíîãî äèâèçîðà B . Òàêèì îá-

ðàçîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðÿäîâ g1
3 è g1

4 áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ïëîñêîé êðèâîé T (Y )

ñòåïåíè 6 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà ïî îäíîé îñîáîé òî÷êå êðàòíîñòåé 2

è 3, ïðè ýòîì åå ðîä g(T (Y )) ≤ 6 , à ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû âûñåêàþòñÿ ïó÷êàìè ïðÿìûõ

÷åðåç ýòè òî÷êè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëíûé ëèíåéíûé ðÿä g2
6 ñîñòàâëåí èç èíâîëþöèè γν . Òîãäà ðàöè-

îíàëüíîå îòîáðàæåíèå T : Y → P2 , àññîöèèðîâàííîå ñ g2
5 , áóäåò èìåòü â êà÷åñòâå îáðàçà

ïëîñêóþ êðèâóþ T (Y ) ñòåïåíè 6/ν . Ïðè ν = 2 ââèäó íåãèïåðýëëèïòè÷íîñòè Y èìååì

g(T (Y )) = 1 , òî åñòü Y � ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî íà ñóïåð-

ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g > 4 òðèãîíàëüíûõ ðÿäîâ íåò. Ïðè ν = 3 èìååì g(T (Y )) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå T îïðåäåëÿåò òðèãîíàëüíûé ðÿä íà Y . Èç åäèíñòâåííî-

ñòè òðèãîíàëüíîãî ðÿäà íà êðèâîé ðîäà g > 4 çàêëþ÷àåì, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ äàííûì ïî

óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 9.1.3 ðÿäîì g1
3 . Çíà÷èò äèâèçîðû ðÿäà g2

6 èìåþò âèä D1 +D2 , ãäå

D1, D2 ïðèíàäëåæàò ðÿäó g1
3 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî îáùåé êîíñòðóêöèè òåîðåìû

9.1.1

g2
6 = |D +D0|, D0 ∈ g1

3, D0 + P ∈ g1
4.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî g1
4 = g1

3 +P . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

ïðåäëîæåíèÿ 9.1.3.

Òåìè æå ìåòîäàìè äîêàçûâàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 9.1.4. Åñëè íà íåñóïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Y ñóùåñòâóþò äâà òåò-

ðàãîíàëüíûõ ðÿäà, òî åå ðîä g(Y ) ≤ 9.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.1.1 íà êðèâîé Y ñóùåñòâóåò ðÿä g2
r ñ r ≤ 7 . Åñëè îí ïðîñòîé, òî ñ

íèì àññîöèèðîâàíî áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Y ëèáî (ïðè r = 7) íà ïëîñêóþ êðèâóþ

ñòåïåíè 7, èìåþùóþ ïî êðàéíåé ìåðå äâå îñîáûå òî÷êè êðàòíîñòè 3, ëèáî (ïðè r = 6)

íà ïëîñêóþ êðèâóþ ñòåïåíè 6 ñ íå ìåíåå, ÷åì äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè êðàòíîñòè 2, ëèáî

(ïðè r = 5) íà ïëîñêóþ êâèíòèêó. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ g(Y ) ≤ 9 .

Åñëè ðÿä g2
6 ñîñòàâíîé, òî òàêèì æå îáðàçîì, êàê â ïðåäëîæåíèè 9.1.3 ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî êðèâàÿ Y ëèáî ñóïåðýëëèïòè÷íà, ëèáî òðèãîíàëüíà. Íî òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíûå

êðèâûå èìåþò ðîä g ≤ 6 .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà ðîäû êðèâûõ â ïðåäëîæåíèÿõ 9.1.3 è 9.1.4 òî÷íûå:

ñóùåñòâóþò êðèâûå ðîäà 6, íåñóùèå îäíîâðåìåííî òðèãîíàëüíûé è òåòðàãîíàëüíûé ðÿäû,

è êðèâûå ðîäà 9 ñ äâóìÿ òåòðàãîíàëüíûìè ðÿäàìè ([77]).

9.2 Êëàññèôèêàöèÿ òåòðàãîíàëüíûõ íàêðûòèé

íà îñíîâå ãðóïïû Ãàëóà èõ íîðìàëèçàöèè

Âñå êðèâûå, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå, ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëíûìè è íåîñîáûìè.

Îñíîâíîå ïîëå k èìååò õàðàêòåðèñòèêó chark 6= 2, 3 è ñîäåðæèò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü

÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû.

Ïóñòü q : C → P1 � òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå. Èì èíäóöèðóåòñÿ ðàñøèðåíèå ñòåïåíè

÷åòûðå K1 ↪→ K2 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé è ëèíåéíûé ðÿä g1
4 íà

C . Ââèäó îãðàíè÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêó îñíîâíîãî ïîëÿ, K2 ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì

ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K1 , ïîëó÷àþùèìñÿ ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K1[X]

ñòåïåíè deg f(X) = 4 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç K3 ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(X) . Ãðóï-

ïà Ãàëóà G ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà K3/K1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S4

êðàòíîãî ÷åòûðåì ïîðÿäêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

C
π−→ C0

h−→ P1 (9.2.1)
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è îáîçíà÷èì ÷åðåç W̃π è W̃h äèâèçîðû âåòâëåíèÿ íàêðûòèé π è h , à ÷åðåç iπ è ih � èíâî-

ëþöèè, èíäóöèðîâàííûå ýòèìè íàêðûòèÿìè. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä g1
4 � ñîñòàâíîé

è íå ñîäåðæèò äèâèçîðîâ âèäà 3P + Q, P 6= Q , à ðàñøèðåíèå K1 ↪→ K2 ðàçëàãàåòñÿ â

áàøíþ êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé K1 ↪→ K ↪→ K2 , ãäå

K = K1(
√
α), α ∈ K1; K2 = K(

√
β), β = a+ b

√
α, a, b ∈ K1.

Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì K2 = K1(
√
a+ b

√
α) è

√
a+ b

√
α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

f(X) = X4 − 2aX2 + (a2 − b2α).

Îáðàòíî, åñëè ðàñøèðåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè K1 ↪→ K2 ìîæíî îïðåäåëèòü áèêâàäðàòíûì

ìíîãî÷ëåíîì f(X) = X4 + 2uX2 + v , òî îíî ðàçëàãàåòñÿ â áàøíþ K1 ↪→ K ↪→ K2 ñ

K = K1(
√
α), α = u2 − v è K2 = K(

√
β), β = −u+

√
α .

Ïðåäëîæåíèå 9.2.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ çêâèâàëåíòíû:

(i) òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå q : C → P1 ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà ñ êëåéíîâîé

ãðóïïîé Ãàëóà: Gq
∼= K = Z/2Z× Z/2Z;

(ii) òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå q ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ 9.2.1, ãäå h∗(π∗W̃π) = 2D ,

à D � äèâèçîð áåç êðàòíûõ òî÷åê;

(iii) ðàñøèðåíèå K1 ↪→ K2 ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ òåòðà-

ãîíàëüíûì íàêðûòèåì q , îïðåäåëÿåòñÿ áèêâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì f(X) = X4 + 2uX2 +

v, v ∈ K2
1 :

(iv) òåòðàãîíàëüíûé ðÿä g1
4 ñîñòàâíîé è ñîäåðæèò òîëüêî äèâèçîðû âèäîâ Σ4

i=1Pi è

2P1 + 2P2 , ãäå Pi 6= Pj ïðè i 6= j .

Äîêàçàòåëüñòâî. ýêâèâàëåíòíîñòè (i) ⇔ (ii) äàíî â ãëàâå 6, (ii) ⇔ (iv) î÷åâèäíî. Ïîêà-

æåì, ÷òî (i) ⇔ (iii).

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 6.3.2 ãë. 6 ãðóïïà Gq èçîìîðôíà K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

C ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ ðàçëîæåíèé

K1 ↪→ Kα = K1(
√
α) ↪→ K2, K1 ↪→ Kβ = K1(

√
β) ↪→ K2,
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K2 = Kα(
√
β) = Kβ(

√
α) = K1(

√
α,

√
β) = K1(

√
α+

√
β), α, β ∈ K1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì K2 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ìíîãî-

÷ëåíà f(X) = X4 − 2(α+ β)X2 + (α− β)2 . Îáðàòíî, åñëè K2 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f(X) = X4 + 2uX2 + v ñ v ∈ K2
1 , òî ìîæíî âçÿòü

α = −u
2

+

√
v

2
, β = −u

2
−
√
v

2
.

Ïðåäëîæåíèå 9.2.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (i) � (iv) ýêâèâàëåíòíû: (i) òåòðàãîíàëüíîå

íàêðûòèå q : C → P1 öèêëè÷åñêîå;

(ii) òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå q ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ (9.2.1) ñ π∗(W̃π) = ih(π∗(W̃π)),

π∗(W̃π) > Wh ;

(iii) ðàñøèðåíèå K2 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íåïðèâî-

äèìîãî íàä K1 äâó÷ëåíà X4 − c;

(iv) ðÿä g1
4 ñîñòàâëåí èç èíâîëþöèè γ2 è îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò äèâèçîðû âèäîâ

4P, Σ4
i=1Pi (Pi 6= Pj ïðè i 6= j ), à êðîìå òîãî, âîçìîæíî, åùå äèâèçîðû âèäà 2P1 + 2P2 ,

ñîñòàâëåííûå èç äèâèçîðîâ 2P1 è 2P2 èíâîëþöèè γ2 .

Ïðåäëîæåíèÿ 9.2.1 è 9.2.2 äàþò ïîëíîå îïèñàíèå òåòðàãîíàëüíûõ íàêðûòèé Ãàëóà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî q ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé, íî íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà.

Îáçîð ïîäãðóïï ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S4 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà G

íîðìàëèçàöèè íàêðûòèÿ q ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ, ïîä-

ãðóïïîé S4 èíäåêñà 3, äèýäðàëüíîé ãðóïïîé Q .

Ïðåäëîæåíèå 9.2.3. Ïåðå÷èñëåííûå íèæå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ãðóïïà Ãàëóà íîðìàëèçàöèè òåòðàãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ q : C → P1 èçîìîðôíà

äèýäðàëüíîé ãðóïïå Q;

(ii) òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå q ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ (9.2.1), ïðè÷åì åñëè π∗(W̃π) =

ih(π∗(W̃π)), òî îáùàÿ ÷àñòü (π∗(W̃π), W̃h), äèâèçîðîâ π∗(W̃π),è W̃h íå ðàâíà 0 è W̃h ;
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(iii) àññîöèèðîâàííîå ñ òåòðàãîíàëüíûì íàêðûòèåì q ðàñøèðåíèå K2/K1 ïîëåé ðà-

öèîíàëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ áèêâàäðàòíûì ìíîãî÷ëåíîì f(X) = X4 + 2uX2 + v ,

ïðè÷åì u =6= o, v /∈ K2
1 ;

(iv) ðÿä g1
4 ñîñòàâëåí èç èíâîëþöèè γ2 , íå ñîäåðæèò äèâèçîðîâ âèäà 3P1 + P2 è îáÿ-

çàòåëüíî ñîäåðæèò ëèáî äèâèçîðû âèäà 2P1 +P2 +P3 , ëèáî îäíîâðåìåííî äèâèçîðû âèäîâ

4P è 2P1 +2P2 , ãäå P1 +P2 ïðèíàäëåæèò èíâîëþöèè γ2 (çäåñü âñþäó Pi 6= Pj ïðè i 6= j ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü (i) ⇔ (iii) ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ óñëîâèé ïðåäëîæåíèé 9.2.1 è 9.2.2. Ïðîâåðèì, ÷òî (i) ⇔ (ii).

Ïóñòü (Wπ, Uπ) � õàðàêòåðèñòèêà íàêðûòèÿ π , ãäå Wπ = π∗W̃π � äèâèçîð, íàä êîòîðûì

ðàçâåòâëåíî , à Uπ � ïîëîâèíêà äèâèçîðà Wπ , ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàêðûòèþ π (ñì. ãëàâó 1).

×òîáû êîìïîçèöèÿ h·π âïèñûâàëàñü â áàøíþ Ãàëóà ñ äèýäðàëüíîé ãðóïïîé Q , íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (Wπ, Uπ) 6= ih(Wπ, Uπ) (ãëàâû 1 è 2). Åñëè Wπ = ihWπ , òî Wπ =

h∗(W ) + W̃ , W̃ < W̃h , à Uπ ≡ ihUπ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ũπ + ihŨπ = h∗h∗Uπ ≡ h∗(W + U ′) ≡ Wπ,

òî åñòü W̃ ≡ h∗(U ′) . Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

e1 + ...+ ek ≡ ek+1 + ...+ e2k,
2k∑
j=1

ej = W̃ < W̃h,

äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû W̃ =

W̃h . Ýêâèâàëåíòíîñòü (ii) ⇔ (iv) î÷åâèäíà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ íåðàçëîæèìîãî íàêðûòèÿ q . Ïðè ýòîì ìîæíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî f(X) = X4 + aX2 + bX + c (b 6= 0) . Ãðóïïà Ãàëóà íîðìàëèçàöèè íàêðûòèÿ

q áóäåò èçîìîðôíà ëèáî çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4 < S4 , ëèáî ñàìîé ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïå S4 .

Ïðåäëîæåíèå 9.2.4. Êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíî äðóãîìó:

(i) ãðóïïà Ãàëóà íîðìàëèçàöèè òåòðàãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ q : C → P1 èçîìîðôíà

çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4 ;
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(ii) òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå q èìååò õîòÿ áû îäíî âåòâëåíèå èíäåêñà 3, à êðîìå

òîãî ìîæåò èìåòü åùå òîëüêî ïàðíûå âåòâëåíèÿ èíäåêñà 2 íàä òî÷êàìè P1 ;

(iii) äèñêðèìèíàíò

D = 16a4c− 4a3b2 − 128a2c2 + 144ab2c− 27b4 + 256c3

ìíîãî÷ëåíà f(X) = X4 + aX2 + bX + c (b 6= 0), îïðåäåëÿþùåãî ðàñøèðåíèå ïîëåé ðàöè-

îíàëüíûõ ôóíêöèé K2/K1 , àññîöèèðîâàííîå ñ òåòðàãîíàëüíûì íàêðûòèåì q , ëåæèò â

K2
1 ;

(iv) ðÿä g1
4 íå ñîäåðæèò äèâèçîðîâ âèäîâ 4P, 2P1 + P2 + P3 è îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò

äèâèçîðû âèäîâ
∑4

i=1 Pi, 3P1 + P2 , ãäå Pi 6= Pj ïðè i 6= j .

Ïðåäëîæåíèå 9.2.5. Óñëîâèÿ (i) � (iv) ðàâíîñèëüíû:

(i) ãðóïïà Ãàëóà íîðìàëèçàöèè òåòðàãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ q : C → P1 èçîìîðôíà

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4 ;

(ii) òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå q íå ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

è ëèáî èìååò âåòâëåíèå èíäåêñà 4, ëèáî åäèíñòâåííîå âåòâëåíèå èíäåêñà 2 íàä òî÷êîé

P1 ;

(iii) äèñêðèìèíàíò

D = 16a4c− 4a3b2 − 128a2c2 + 144ab2c− 27b4 + 256c3

ìíîãî÷ëåíà f(X) = X4 + aX2 + bX + c (b 6= 0), îïðåäåëÿþùåãî ðàñøèðåíèå ïîëåé ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé K2/K1 , àññîöèèðîâàííîå ñ òåòðàãîíàëüíûì íàêðûòèåì q , íå ëåæèò

â K2
1 ;

(iv) ðÿä g1
4 ïðîñòîé è îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò äèâèçîð âèäà 4P èëè 2P1 + P2 + P3

(Pi 6= Pj ïðè i 6= j ).

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðåäëîæåíèé 9.2.4 è 9.2.5. Ýêâèâàëåíòíîñòè (i) ⇔ (ii) ñëåäóþò èç ðå-

çóëüòàòîâ ïàð. 2, 4 è 5 ãëàâû 7. Ýêâèâàëåíòíîñòè (ii) ⇔ (iv) î÷åâèäíû. Ýêâèâàëåíòíîñòè (i)

⇔ (iii) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàñøèðåíèé ïîëåé ñòåïåíè 3 ([121], VIII, 2).
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Îïðåäåëåíèå 9.2.1. Ïî ãðóïïå Ãàëóà íîðìàëèçàöèè òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå áóäåì íà-

çûâàòü êëåéíîâûì, öèêëè÷åñêèì, äèýäðàëüíûì, çíàêîïåðåìåííûì èëè ñèììåòðè÷åñêèì.

9.3 Ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Êðèâûå ðîäà g ≤ 4 ëèáî ãèïåðýëëèïòè÷íû, ëèáî òðèãîíàëüíû. Ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðýëëèï-

òè÷åñêèå êðèâûå ðîäà g ≥ 5 íå ãèïåðýëëèïòè÷íû è íå òðèãîíàëüíû.

Ïóñòü s : C → E ñóïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå. Åñëè êðèâàÿ äîïóñêàåò òàêæå ãèïåðýë-

ëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå h : C → P1 , òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíâîëþöèè is è ih êîììóòèðóþò.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû òî÷êà P êðèâîé C òàêàÿ, ÷òî

P + ihP 6= isP + ihisP, is(P + ihP ) 6= isP + ihisP, P + ihP ≡ isP + ihisP.

Îòñþäà

s∗(P ) + s∗(ihP ) 6= s∗(isP ) + s∗(ihisP ), s∗(P ) + s∗(ihP ) ≡ s∗(isP ) + s∗(ihisP ),

òî åñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E ðàöèîíàëüíà.

Åñëè èíâîëþöèè is è ih êîììóòèðóþò, òî, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, êðèâàÿ C ÿâëÿåòñÿ

ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì E ×P1 P1 , ïîýòîìó åå ðîä g(C) ≤ 3 .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî C íå ãèïåðýëëèïòè÷íà, íî äîïóñêàåò òðèãîíàëüíîå íàêðû-

òèå t : C → P1 . Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé òðèãîíàëüíûé ðÿä g1
3 èíâîëþòèâåí

îòíîñèòåëüíî is . Ïðåäïîøëåì ýòîìó íåñëîæíóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ áóäåò ÷àñòî èñïîëüçî-

âàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ïóñòü p : X̃ → X � ïðîèçâîëüíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íåîñîáûõ ïîëíûõ êðèâûõ, i = ip

� èíäóöèðîâàííàÿ èì èíâîëþöèÿ íà X̃ , g ∈ k(X) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ

àññîöèèðîâàííîå êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

k(X̃) = k(X)(
√
g).

Òîãäà

(à) íà k(X̃) ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ i = i∗ = i∗ ;
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(á) k(X̃) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ k(X)+ � èíâàðèàíòíûõ è k(X)−

� àíòèèíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè i ôóíêöèé;

(â) k(X)+ = p∗(k(X)) ∼= k(X) ;

(ã) k(X)− =
√
g p∗(k(X)) ∼= k(X) .

Ïóñòü äàëåå W̃p � äèâèçîð âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ p ,

Wp = p∗W̃p ≡ 2Up,

ãäå Up � ïîëîâèíêà äèâèçîðà âåòâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàêðûòèþ p . Ëþáîé i-èíâàðè-

àíòíûé äèâèçîð D̃ íà X̃ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

D̃ = p∗(D) + D̃′ − D̃′′, D̃′ + D̃′′ < W̃p.

Ïðè ýòîì

(à) ïîäïðîñòðàíñòâî

L(D̃) = {f ∈ k(X̃) | (f) + D̃ > 0}

ïðîñòðàíñòâà k(X̃) i-èíâàðèàíòíî;

(á) L(D̃) = L+(D̃)⊕ L−(D̃) , ãäå L+(D̃) = L(D̃) ∩ k(X̃)+, L−(D̃) = L(D̃) ∩ k(X̃)− ;

(â) L+(D̃) = p∗L(D − p∗(D̃′′) ;

(ã) L−(D̃) ∼= √g p∗L((D + Up)− (Wp − p∗(D̃′)) .

Òåîðåìà 9.3.1. l(D̃) = l(D − p∗(D̃′′) + l((D + Up)− (Wp − p∗(D̃′)).

Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó èíâàðèàíòíîñòè òðèãîíàëüíîãî ðÿäà îòíîñèòåëüíî ñó-

ïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî g1
3 6= isg

1
3 . Ïóñòü äàëåå cl 6= ck � òî÷êè

âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ s è cl +Dl ≡ ck +Dk � äèâèçîðû ðÿäà g1
3 . Òîãäà

ck +Dk + isDk ≡ cl +Dl + isDl.

Çíà÷èò Dl + isDk ≡ cl + ck + s∗(P ) .

Íî ïðè g(C) ≥ 5 ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó âûøå ñëåäñòâèþ l(cl+ ck+s∗(P )) = 1 , ïîýòîìó

ëèáî cl < Dl, ck < Dk , ëèáî cl < Dk, ck < Dl . Îáà ñëó÷àÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Èç èíâîëþòèâíîñòè g1
3 = isg

1
3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ i :

P1 → P1 òàêàÿ, ÷òî t∗ · i = is · t∗ . Ýòà èíâîëþöèÿ îïðåäåëÿåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå

P1 → P1 , ðàçâåòâëåííîå â äâóõ òî÷êàõ, ïðè÷åì îíè âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò

is -èíâàðèàíòíûì äèâèçîðàì ðÿäà g1
3 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ ñóïåðýëëèï-

òè÷åñêîãî íàêðûòèÿ äîëæíû âõîäèòü â is -èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû òðèãîíàëüíîãî ðÿäà

g1
3 , òî åñòü èõ ìîæåò áûòü íå áîëüøå øåñòè. Çíà÷èò, g(C) ≤ 4 .

Ïðåäëîæåíèå 9.3.2. Íà êðèâîé C ðîäà g ≥ 6 ñ ñóïåðýëëèïòè÷åñêèì íàêðûòèåì s :

C → E ëþáîé òåòðàãîíàëüíûé ðÿä èìååò âèä g1
4 = |s∗(P)|, ãäå P � äèâèçîð âòîðîé

ñòåïåíè íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E . Íà ñóïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 5 âîçìîæíû

åùå ðÿäû âèäà

g1
4 = |c1 + c2 + c3 + c4| = |c5 + c6 + c7 + c8|,

ãäå
∑8

i=1 ci � äèâèçîð âåòâëåíèÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêîãî íàêðûòèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé is -èíâàðèàíòíûé òåòðàãîíàëüíûé ðÿä íà

C èìååò óêàçàííûé âèä, ïîòîì ïîêàæåì, ÷òî íåèíâàðèàíòíûõ ðÿäîâ g1
4 íà C íåò.

Åñëè g1
4 = isg

1
4 , òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè âåòâëåíèÿ c èìååì c+D ≡ c+ isD ∈ g1

4 è,

òàê êàê C íå òðèãîíàëüíà ïðè g ≥ 5 , òî D = isD . Çíà÷èò g1
4 = |ξ| , ãäå ξ = isξ . Ñîãëàñíî

òåîðåìå 9.3.1 ýòî âîçìîæíî òîëüêî â óêàçàííûõ â ïðåäëîæåíèè ñëó÷àÿõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g1
4 6= idg

1
4 . Ïóñòü ck 6= cl òî÷êè âåòâëåíèÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêîãî

íàêðûòèÿ è ck +Dk ≡ cl +Dl ∈ g1
4 .

Òîãäà cl+Dl+isDl ≡ ck+Dk+isDk . Çíà÷èò Dk+isDl ≡ ck+cl+s
∗(P) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè g ≥ 6 l(Dk + isDl) = l(ck + cl + s∗(P)) = 2 . Îòñþäà Dk + isDl = Dl + isDk .

Ðàçëîæèâ Dk = D′k+D′′k , Dl = D′l+D′′l â ñóììû èíâàðèàíòíûõ è ÷èñòî íåèíâàðèàíòíûõ

äèâèçîðîâ

(D′k, isD′k) = 0, D′′k = isD′′k , (D′l, isD′l) = 0, D′′l = isD′′l ,

áóäåì èìåòü D′k+isD′l = D′l+isD′k , ïðè÷åì D′k 6= 0, D′l 6= 0 ââèäó g1
4 6= isg

1
4 . Çíà÷èò D′k = D′l

è, ñëåäîâàòåëüíî, ck + D′′k = cl + D′′l , ïîñêîëüêó C íå òðèãîíàëü. Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

îçíà÷àåò, ÷òî D′′k ñîäåðæèò âñå cl 6= ck , ÷òî íåâîçìîæíî.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íà ñóïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 5 òåòðàãîíàëü-

íîãî ðÿäà, íå ïîäíÿòîãî ñ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

Us ≡ c1 + c2 + c3 + c4 ≡ c5 + c6 + c7 + c8,

ãäå W̃s =
∑8

i=1 ci � äèâèçîð âåòâëåíèÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêîãî íàêðûòèÿ, Us � ïîëîâèíêà

äèâèçîðà Ws = s∗W̃s , îïðåäåëÿþùàÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå s .

Ñëåäñòâèå 9.3.3. Òåòðàãîíàëüíûå ðÿäû ñóïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥ 6 îáðàçó-

þò îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî, ïàðàìåòðèçîâàííîå òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷å-

ñêîé êðèâîé, ïðè÷åì âñå îíè � ñîñòàâíûå.

Ñîñòàâíûå òåòðàãîíàëüíûå ðÿäû ëèáî êëåéíîâû, ëèáî öèêëè÷íû, ëèáî äèýäðàëüíû.

Äëÿ ëþáîãî ðîäà g ≥ 5 ñóùåñòâóþò ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ðîäà g âñåõ òðåõ ïåðå-

÷èñëåííûõ òèïîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Ws � äèâèçîð, íàä êîòîðûì ðàçâåòâëåíî ñóïåð-

ýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå, à i � èíâîëþöèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E , èíäóöèðîâàííàÿ

ýëëèïòè÷åñêèì íàêðûòèåì E → P1 , òî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïàð. 2:

(à) åñëè äèâèçîð Ws i-èíâàðèàíòåí, íî íå ñîäåðæèò i-èíâàðèàíòíûõ òî÷åê, òî ñîîò-

âåòñòâóþùåå òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå êëåéíîâî;

(á) åñëè äèâèçîð Ws i-èíâàðèàíòåí è ñîäåðæèò âñå i-èíâàðèàíòíûå òî÷êè ýëëèïòè÷å-

ñêîé êðèâîé, òî ñîîòâåòñòâóþùåå òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå öèêëè÷åñêîå;

(â) åñëè äèâèçîð Ws íå i-èíâàðèàíòåí èëè ñîäåðæèò òîëüêî ÷àñòü i-èíâàðèàíòíûõ

òî÷åê, òî ñîîòâåòñòâóþùåå òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå äèýäðaëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 9.3.4. Ëþáàÿ ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g ≥ 5 íåñåò äèýäðàëüíûé

òåòðàãîíàëüíûé ðÿä. Ñóùåñòâóþò êðèâûå ëþáîãî ðîäà g ≥ 5, íåñóùèå öèêëè÷åñêèå èëè

êëåéíîâû ñóïåðýëëèïòè÷åñêèå ðÿäû. Íà ñóïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g ≥ 6 ïðîñòûõ

òåòðàãîíàëüíûõ ðÿäîâ íåò.
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9.4 Íåîñîáûå ïëîñêèå êâèíòèêè

Èññëåäóåì íåîñîáóþ ïëîñêóþ êâèíòèêó Y . Åñëè íà íåé èìååòñÿ ñîñòàâíîé òåòðàãîíàëüíûé

ðÿä, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íàêðûòèå ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ èàêðûòèé y
π−→

C
h−→ P1 , ãäå ðîä g(C) = 2 èëè Ç.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(C) = 3 . Òîãäà äèâèçîð W̃π âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ π èìååò ñòåïåíü

2 è êàíîíè÷åñêèé êëàññ KY ≡ π∗h∗(P1 + P2) + W̃π ,ãäå P1 + P2 � ïðîèçâîëüíûé äèâèçîð

ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Íî êàíîíè÷åñêèé êëàññ êðèâîé Y âûñåêàåòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè

ñòåïåíè 2, ñëåäîâàòåëüíî, π∗h∗(P1 + P2) + W̃π äîëæíî âûñåêàòüñÿ ïàðîé ïðÿìûõ ïó÷êà,

îïðåäåëÿþùåãî ðÿä g1
4 òî åñòü W̃π äîëæíî ðàâíÿòüñÿ óäâîåííîé áàçèñíîé òî÷êå. Ïðîòè-

âîðå÷èå.

Ïóñòü g(C) = 2 . Â ýòîì ñëó÷àå deg W̃ = 6 è KY ≡ π∗h∗(P ) + W̃π ≡ Q · Y , ãäå êðèâàÿ

Q ñòåïåíè 2 ðàñïàäàåòñÿ â ïàðó ïðÿìûõ l è l′ , ïðè÷åì

l · y = Σ5
i=1ei, l′ · Y = π∗h∗(P ) + e0, Σ5

i=0ei = W̃π.

Íåòðóäèî âèäåòü, ÷òî òî÷êà e0 äîëæíà áûòü òî÷êîé ïåðåãèáà êðèâîé Y . Çàìåòèì, ÷òî ïî

ôîðìóëàì Ïëþêêåðà íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ êâèíòèêà ìîæåò èìåòü íå áîëåå 45 òî÷åê ïåðåãèáà.

Òàê êàê ïÿòü òî÷åê âåòâëåíèé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

òåòðàãîíàëüíûé ðÿä íå ìîæåò áûòü êëåéíîâûì.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.1

l(Uπ − π∗e0) = l(Σ5
i=1ei)− 1 = 2,

ãäå Uπ � ïîëîâèíêà äèâèçîðà Wπ = π∗W̃π , îïðåäåëÿþùàÿ íàêðûòèå π , degUπ = 3 . Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî íà êðèâîé ðîäà 2 l(D) = degD − 1 ïðè degD ≥ 3 , à ïðè degD = 2 èìååì:

l(D) = 2 , åñëè D = ihD ;

l(D) = 1 , åñëè D 6= ihD .

Îòñþäà Uπ ≡ π∗e0 + h8(P ) .

Ñîãëàñíî ïàð. 2 ñîñòàâíîé òåòðàãîíàëüíûé ðÿä g1
4 áóäåò öèêëè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Wπ ñîâïàäàåò ñ äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî íàêðûòèÿ W̃h , è
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áóäåò äèýäðàëüíûì íàêðûòèåì, åñëè è òîëüêî åñëè Wπ 6= W̃h è â ñëó÷àå (Wπ, W̃h 6= 0

äèâèçîð Wπ íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè ih . Çíà÷èò,

åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå h : C → P1 ñ g(C) = 2 è äèâèçîðîì

âåòâëåíèÿ W̃h = Σ6
i=1ci , òî, ïîñòðîèâ äâóëèñòíîå íàêðûòèå ñ õàðàêòåðèñòèêîé (Wπ, Uπ) ,

ãäå Wπ = W̃h , Uπ ≡ c0+h∗(P ) , áóäåì èìåòü öèêëè÷åñêîå ñêâîçíîå q = h ·π òåòðàãîíàëüíîå

íàêðûòèå, à ïîñòðîèâ äâóëèñòíîå íàêðûòèå π : Y → C ñ õàðàêòåðèñòèêîé (Wπ, Uπ) òàêîé,

÷òî degWπ = 6, Wπ 6= W̃h è ihWπ 6= Wπ ïðè (Wπ, W̃h) = 0 , à Uπ ≡ c0 + h∗(P ) , áóäåì

èìåòü äèýäðàëüíîå ñêâîçíîå òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ êðèâàÿ Y

ðÿäîì g2
5 = |W̃π − 1

2
π∗(c0)| âêëàäûâàåòñÿ â P2 êàê êðèâàÿ ñòåïåíè 5.

Ïðåäëîæåíèå 9.4.1. (à) Ëþáàÿ íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ êâèíòèêà íåñåò ïðîñòîé òåòðàãî-

íàëüíûé ðÿä.

(á) Ñóùåñòâóþò íåîñîáûå ïëîñêèå êâèíòèêè ñ öèêëè÷åñêèì òåòðàãîíàëüíûì ðÿäîì,

êîòîðûé ïðè ýòîì âûñåêàåòñÿ ïó÷êîì ïðÿìûõ ÷åðåç áàçèñíóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷-

êîé ïåðåãèáà êðèâîé. Êàñàòåëüíàÿ â íåé èìååò ñ Y ïÿòèêðàòíîå ïåðåñå÷åíèå, åùå ïÿòü

ïðÿìûõ ýòîãî ïó÷êà èìåþò ñ Y ÷åòûðåõêðàòíîå êàñàíèå â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îäíîé

ïðÿìîé.

(â) Ñóùåñòâóþò íåîñîáûå ïëîñêèå êâèíòèêè ñ äèýäðàëüíûì òåòðàãîíàëüíûì ðÿäîì,

êîòîðûé ïðè ýòîì âûñåêàåòñÿ ïó÷êîì ïðÿìûõ ÷åðåç áàçèñíóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷-

êîé ïåðåãèáà êðèâîé. Êàñàòåëüíàÿ â íåé èìååò êàñàíèå ïîðÿäêà 3 èëè 5 è åùå ïÿòü

ïðÿìûõ ïó÷êà èìåþò ñ íåé äâóõ èëè ÷åòûðåõêðàòíûå êàñàíèÿ â ïÿòè êîëëèíåàðíûõ

òî÷êàõ.

ã) Íà íåîñîáîé ïëîñêîé êâèíòèêå êëåéíîâûõ òåòðàãîíàëüíûõ ðÿäîâ íåò.

9.5 Òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíûå êðèâûå

Òåìè æå ñðåäñòâàìè ìîæíî èññëåäîâàòü òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíûå êðèâûå ðîäà 6, òî

åñòü ïëîñêèå êðèâûå ñòåïåíè 6, èìåþùèå îäíó äâóêðàòíóþ è îäíó òðåõêðàòíóþ òî÷êè (â

êà÷åñòâå îñîáåííîñòåé). Ïðåäïîëîæèì, ÷ãî òåòðàãîíàëüíûé ðÿä íà íåé ñîñòàâíîé. Òîãäà
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îí îïðåäåëÿåò êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé

Y
π−→ C

h−→ P1, g(C) = 2.

Ïîñêîëüêó äèâèçîð π∗h∗(P ) + W̃π äîëæåí âûñåêàòüñÿ ñîïðîâîæäàþùåé êðèâîé, òî

e1 + e2 + e3 ≡ e4 + e5 + e6,
6∑
i=1

ei = W̃π.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.1 ïàð. 3 ïîëîâèíêà Uπ äèâèçîðà Wπ = π∗W̃π =
∑6

i=1 ci áóäåò óäîâëå-

òâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

Uπ ≡ c1 + c2 + c3 ≡ c4 + c5 + c6.

Îáðàòíî, åñëè h : C → P1 � ïðîèçâîëüíîå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå ñ g(C) = 2 ,

deg W̃h = 6 , à π : Y → C � äâóëèñòíîå íàêðûòèå ñ õàðàêòåðèñòèêîé (Wπ, Uπ) , ãäå

Wπ =
6∑
i=1

ci, Uπ ≡ c1 + c2 + c3 ≡ c4 + c5 + c6,

òî ðÿäîì |W̃π| = g2
6 êðèâàÿ Y âêëàäûâàåòñÿ â P2 êàê êðèâàÿ ñòåïåíè 6, èìåþùàÿ òðèãî-

íàëüíûé ðÿä

g1
3 = |e1 + e2 + e3| = |e4 + e5 + e6|,

6∑
i=1

ei = W̃π

è òåòðàãîíàëüíûé ðÿä, èíäóöèðîâàííûé êîìïîçèöèåé h · π .

Ïðåäëîæåíèå 9.5.1. Åñëè òåòðàãîíàëüíîå íàêðûòèå òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíîé êðè-

âîé ðîäà 6 ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé Y
π−→ C

h−→ P1 , òî g(C) =

2.

Ïðè ýòîì, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Wπ äèâèçîð, íàä êîòîðûì ðàçâåòâëåíî π , ÷åðåç W̃h

� äèâèçîð âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ h, ÷åðåç D � äèâèçîð ñòåïåíè òðè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

P1 , òî:

(à) h · π êëåéíîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Wπ = h∗(D̃), òî åñòü Y ÿâëÿåòñÿ

ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì íàä P1 äâóõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà 2;

(á) h · π öèêëè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Wπ = W̃h ;

(â) h · π äèýäðàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Wπ 6= h∗(D), Wπ 6= W̃h .
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Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíûå êðèâûå ðîäà 6 ñ ïðîñòûìè òåò-

ðàãîíàëüíûìè ðÿäàìè. Äîñòàòî÷íî âçÿòü ÷åòûðåõëèñòíîå íàêðûòèå q : P1 → P1 è òðåõ-

ëèñòíîå íàêðûòèå t : P1 → P1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè áûëè ðàçâåòâëåíû íàä ðàçëè÷íû-

ìè òî÷êàìè è òðåõëèñòíîå íàêðûòèå áûëî áû íîðìàëüíûì. Òîãäà ðàññëîåííîå ïðîèçâåäå-

íèå C = P1×P1 P1 âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì ÷åòûðåõëèñòíûì íàêðûòèåì îïðåäåëÿåò ïðîñòîé

òåòðàãîíàëüíûé ðÿä íà òðèãîíàëüíî-òåòðàãîíàëüíîé êðèâîé ðîäà 6.
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ôîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
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Òåîðèÿ ðàçëè÷íûõ íîðìàëüíûõ (êàíîíè÷åñêèõ) ôîðì äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà êî-

íå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ (âåêòîðíûõ) ïðîñòðàíñòâàõ èçó÷àëàñü åùå Âåéåðøòðàññîì [124]

è Æîðäàíîì [120] (ñì. Èñòîðè÷åñêèé î÷åðê ê Ãëàâàì VI è VII òðàêòàòà [117]). Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ, ýòà òåîðèÿ ñîñòàâëÿåò âàæíóþ ÷àñòü ëèíåéíîé àëãåáðû è èçëàãàåòñÿ â ëþáîì

ó÷åáíèêå ïî ëèíåéíîé àëãåáðå.

Òåîðåìà î æîðäàíîâîì íîðìàëüíîì âèäå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (ò.å. åãî ìàòðèöû) óòâåð-

æäàåò ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà Æîðäàíà. Ïóñòü k - àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, L - êîíå÷íîìåðíîå

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, îïðåäåëåííîå íàä k , A - ïðîèçâîëüíûé ëèíåé-

íûé îïåðàòîð íà L. Íàéäåòñÿ áàçèñ e = (e1, ..., en), â êîòîðîì ìàòðèöà Ae îïåðàòîðà

A áóäåò ïðÿìîé ñóììîé êâàäðàòíûõ áëîêîâ Ji , íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò

íåêîòîðûå ýëåìåíòû ai ïîëÿ k , íåïîñðåäñòâåííî âûøå è ïðàâåå ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòî-

ÿò åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ k , à îñòàëüíûå ìåñòà çàïîëíåíû åãî íóëÿìè. Ïðè ýòîì

ai ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χA(t) = det(tE − Ae) îïåðàòîðà

A (çäåñü E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà), à ïðÿìûå ñëàãàåìûå Ji

îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê).

Íà ñàìîì äåëå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðîõîäÿò ïðè áîëåå ñëàáîì

óñëîâèè, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ðàçëàãàåòñÿ íàä k íà ëèíåé-

íûå ìíîæèòåëè (ñì., íàïðèìåð, [129], ñ.385; [125], ãë.III; [127], ñ.485; [128], ñ.61; [126], ñ.270;

[131], ñ.160; [130], ñ.171; [123], ñ.323; [121], ñ.445; [116], ñ.480; [9], ãë.VII, 5).

Äâå êíèãè ñîñòàâëÿþò èñêëþ÷åíèå. Ïîñòíèêîâ â [131], ñ.171 óñòàíàâëèâàåò íîðìàëü-

íûé âèä âåùåñòâåííîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå, êîãäà åãî êîìïëåêñèôèêàöèÿ äèàãîíàëèçóåìà.

Ìàëüöåâ â [130], ñ.176-178 ðàññìàòðèâàåò îáîáùåíèå ôîðìû Æîðäàíà â ñëó÷àå, êîãäà îñ-

íîâíîå ïîëå k � ïîäïîëå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (êàê îòìå÷àåòñÿ â ïîäñòðî÷íîé ñíîñêå,

àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ëþáîì ñîâåðøåííîì ïîëå k ïåðåõîäîì ê åãî

àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ).

Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà. Òàê êàê êàæäîé ìàòðèöå (ïðè ôèêñèðî-

âàííîì áàçèñå) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé (åäèíñòâåííûé) ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî ñ êàæäîé
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íîðìàëüíîé ôîðìîé (ìàòðèöû) îïåðàòîðà A ñâÿçàíî ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A â ïðÿìóþ

ñóììó ïîäîïåðàòîðîâ Ai , ÿâëÿþùèõñÿ ñóòü îãðàíè÷åíèåì A íà ïîäïðîñòðàíñòâî Li ïðî-

ñòðàíñòâà L , ðàâíîãî ñóììå âñåõ ýòèõ LI . Êàæäîå òàêîå ðàçëîæåíèå ìàêñèìàëüíî. ò.å. âñå

Ai - íåðàçëîæèìûå îïåðàòîðû. Ëþáûå äâà ðàçëîæåíèÿ óêàçàííîãî âèäà ïåðåâîäÿòñÿ äðóã

â äðóãà àâòîìîðôèçìîì (= îáðàòèìûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì) ïðîñòðàíñòâà L .

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìàòðèö, ñóòü âûøåïðèâåäåííîãî ðåçóëüòàòà

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ìàòðèö ìîæíî âûáðàòü (â êàêîì-

òî ñìûñëå åäèíñòâåííûé) ½õîðîøèé“ íîðìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü.

Êðîìå æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû èçâåñòíà äðóãàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ è êâàäðàòíûõ ìàòðèö, (íàçûâàåìàÿ åñòåñòâåííîé ([130]) èëè ðàöèîíàëüíîé

([116]), êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k è äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A .

Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

(1) Ae = [d1(t)]⊕ ...⊕ [dm(t)] ;

(2) êàæäàÿ ìàòðèöà [di(t)] ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà

di(t) íàä k ;

(3) di(t) äåëèò dj(t) ïðè i < j .

Öèêëè÷åñêèå áëîêè [dj(t)] ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæè-

ìûìè, çàòî ñàìî ðàçëîæåíèå âïîëíå åäèíñòâåííî.

Ñðàâíèâàÿ åñòåñòâåííóþ ôîðìó ñ æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé, Ìàéêë Àðòèí ïè-

øåò: ½It isn't particularly nice, but it is the best form available for an arbitrary �eld“. È ÷óòü

äàëåå: ½Jordan form is much nicer than rational canonical form“. Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ Ìàëü-

öåâ ïèøåò áîëåå ïîäðîáíî. ½Ïðåèìóùåñòâîì åñòåñòâåííîé íîðìàëüíîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ åå

àáñîëþòíàÿ îäíîçíà÷íîñòü: íå òîëüêî ñàìè äèàãîíàëüíûå êëåòêè, íî è ïîðÿäîê èõ ðàñïî-

ëîæåíèÿ ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ê íåäîñòàòêàì ñëåäóåò îòíåñòè

òî, ÷òî ýòà ôîðìà íå äàåò ïðèâåäåíèÿ ê êëåòêàì íàèìåíüøèõ âîçìîæíûõ ñòåïåíåé, à

òàêæå òî, ÷òî ôîðìà Æîðäàíà íå ÿâëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì. “

Ìàëüöåâ ïðåäëàãàåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ â êîíñòðóêöèè Æîðäàíà. Îí çà-

ìåíÿåò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè íåïðèâîäèìûõ (íàä k )
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äåëèòåëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χA(t) . Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå îíè ñîâïàäàþò.

Åäèíè÷íûå ýëåìåíòû îí çàìåíÿåò åäèíè÷íûìè ìàòðèöàìè E (ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿä-

êà). Ïðè âûøåóêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîëå k , îêàçûâàåòñÿ âåðíîé ñîîòâåòñòâóþùèì

îáðàçîì îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà. Ïîëó÷åííûå îáîáùåííóþ æîðäàíîâó ôîðìó è ñî-

ñòàâëÿþùèå åå îáîáùåííûå æîðäàíîâû êëåòêè (áëîêè) íàçîâåì îáîáùåííîé æîðäàíîâîé

ôîðìîé è îáîáùåííûìè æîðäàíîâûìè êëåòêàìè ïåðâîãî ðîäà.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî æîðäàíîâû êëåòêè ïåðâîãî ðîäà íåðàçëîæèìû è êëàññè÷åñêàÿ òåîðå-

ìàÆîðäàíà ñëåäóåò èç äàííîãî îáîáùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà ôîðìà

ïåðâîãî ðîäà ñâîáîäíà îò íåäîñòàòêîâ, óêàçàííûõ Ìàëüöåâûì. Íî ýòî îáîáùåíèå îñòàâëÿ-

åò æåëàòü ëó÷øåãî, ïîòîìó ÷òî ñòåñíÿþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëå k íå óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ

ñíÿòü. Â ïåðâîé ãëàâå òðåòüåé ÷àñòè (ñîäåðæàùåé èçëîæåíèå ñòàòüè [18] àâòîðà) äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ ôîðì ïåðâîãî ðîäà îñíîâíàÿ òåîðåìà âåðíà

è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

χA(t) ñåïàðàáåëüíû íàä k . Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò íåñëîæíûé ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â

ïàð. 4 ýòîé ãëàâû, â îáùåì ñëó÷àå îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà ïåðâîãî ðîäà íå âåðíà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîáùåííàÿ òåîðåìàÆîðäàíà îêàçàëàñü âåðíîé äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà

A ïðè ïðîèçâîëüíîì îñíîâíîì ïîëå k , íàäî ñäåëàòü íåáîëüøîå èçìåíåíèå â ïðåäëàãàåìîé

Ìàëüöåâûì êîíñòðóêöèè: åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E íàäî çàìåíèòü ìàòðèöåé F (åñòåñòâåííî,

òîãî æå ïîðÿäêà), â ëåâîì íèæíåì óãëó êîòîðîé ñòîèò åäèíèöà, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû

� íóëè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà è îáîáùåííàÿ æîðäà-

íîâà êëåòêà âòîðîãî ðîäà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà âòîðîãî ðîäà

äîêàçàíà àâòîðîì â ñòàòüÿõ [19] è [21].

Âî âòîðîé ãëàâå ýòîé ÷àñòè (ñîäåðæàùåé èçëîæåíèå ïåðâîé èç âûøåóêàçàííûõ ñòàòåé)

îçíà÷åííàÿ òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç îáû÷íîé òåîðåìû Æîðäàíà ïåðåõîäîì ê àëãåáðàè÷åñêî-

ìó çàìûêàíèþ ïîëÿ k (ïðîöåññ, àíàëîãè÷íûé ïðîöåäóðå êîìïëåêñèôèêàöèè âåùåñòâåí-

íîãî ñëó÷àÿ) è ñïåöèàëüíûì àëãîðèòìîì ñáîðêè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê âòîðîãî

ðîäà.

Ñîäåðæàíèå ñòàòüè [21] èçëàãàåòñÿ â òðåòüåé ãëàâå, ãäå äàåòñÿ ïðÿìîå ãåîìåòðè÷åñêîå
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äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé òåîðåìû Æîðäàíà âòîðîãî ðîäà, îñíîâàííîå íà ïîñòðîåíèè

ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñà.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îáîáùåííîé òåîðåìå Æîðäàíà ðîëü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èãðà-

þò ñîïðîâîæäàþùèå ìàòðèöû íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

îïåðàòîðà. Íà ñàìîì äåëå èõ ìîæíî çàìåíèòü ïðîèçâîëüíûìè ìàòðèöàìè, èìåþùèìè òîò

æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå k = R âìåñòî ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö íåïðèâîäèìûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà. Ïîëó÷àþùèéñÿ

ðåçóëüòàò â ÷àñòíîì (½äèàãîíàëèçóåìîì“) ñëó÷àå èìååòñÿ â [131], ñ. 171, à â îáùåì ñëó÷àå

ïîëó÷åí â ñòàòüå [22] àâòîðà.

Ââåäåííàÿ îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà ôîðìà âòîðîãî ðîäà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (â òðåòüåé

ãëàâå îíà, èìåÿ â âèäó åå ñòðîåíèå, íàçûâàåòñÿ òàêæå ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêîé ôîðìîé) èäå-

àëüíî óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì Ìàëüöåâà. Ýòà ôîðìà íå äîïóñêàåò äàëüíåéøèõ

ðàçëîæåíèé (âñå åå ñëàãàåìûå íåðàçëîæèìû). Îíà ïðèãîäíà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îñ-

íîâíîãî ïîëÿ k è ëþáîãî îïåðàòîðà A íàä k . Èç ýòîé ôîðìû ìîæíî ïîëó÷èòü è (îáû÷íóþ)

æîðäàíîâó, è ðàöèîíàëüíóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìû. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ æîðäàíî-

âà ôîðìà âòîðîãî ðîäà ñâÿçûâàåò êëàññè÷åñêóþ æîðäàíîâó ôîðìó è ðàöèîíàëüíóþ êà-

íîíè÷åñêóþ ôîðìó. Äðóãèå èçâåñòíûå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû äëÿ ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ (ôîðìû Ïîñòíèêîâà è Ìàëüöåâà) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïîëèêâàçèöèêëè-

÷åñêîé ôîðìû.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Oáîáùåííóþ òåîðåìó Æîðäàíà âòî-

ðîãî ðîäà ìîæíî âûâåñòè èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñòðóêòóðíîé òåîðèè ([121], ãë.15, ïàð.

2) êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìîäóëåé íàä öåëîñòíûì êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ èëè èç ðàöèî-

íàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (ìàòðèöû) ([122], ïàðàãðàô 3.29.3). Íî ïåðâàÿ

èç ýòèõ òåîðèé äîâîëüíî ñëîæíà è àáñòðàêòíà, âòîðàÿ èìååò äëèííîå, íå î÷åíü ïðîçðà÷íîå

äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåìûå ìåòîäû (â îòëè÷èå îò ïðèâåäåííûõ â äèñ-

ñåðòàöèè) íå ãåîìåòðè÷åñêèå, ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå. Ñëåäóåò òàêæå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èç
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ýòîãî ïðåäèñëîâèÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî èñõîäíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àëàñü êàê ðàç â

íàõîæäåíèè ïîäõîäÿùåãî âèäà îáîáùåíèÿ æîðäàíîâûõ êëåòîê è æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

ôîðìû, êîòîðûå ãîäèëèñü áû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A , îïðåäåëåííîãî íàä

ëþáûì îñíîâíûì ïîëåì k . Ýòîò ýâðèñòè÷åñêèé áàðüåð êàæåòñÿ íåïðåîäîëèìûì â ðàìêàõ

ýòèõ äâóõ òåîðèé.



Ãëàâà 10

½Ñåïàðàáåëüíàÿ“ òåîðåìà

10.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ½ñåïàðà-

áåëüíîé“ òåîðåìû

Â ýòîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè àâòîðà [18]. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k , åñëè íåïðèâîäèìûå äå-

ëèòåëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (t) ñåïàðàáåëüíû, íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà

Q ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ K ìíîãî÷ëåíà F (t) , ÷òî Q−1AQ áóäåò îáîáùåííîé

æîðäàíîâîé ìàòðèöåé ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 10.1.1. Îáîáùåííîé æîðäàíîâîé êëåòêîé ïåðâîãî ðîäà èëè êëåòêîé Ìàëü-

öåâà íàçîâåì ìàòðèöó âèäà

J =



P E 0 ... 0 0

0 P E ... 0 0

0 0 P ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... P E

0 0 0 ... 0 P


,

ãäå P - ïðîèçâîëüíàÿ, E - åäèíè÷íàÿ, 0 - íóëåâàÿ ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ïîðÿäêîâ.
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Îïðåäåëåíèå 10.1.2. Ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé ìíîãî÷ëåíà

P (t) = p0 + p1t+ p2t
2 + ...+ pm−2t

m−2 + pm−1t
m−1 + tm,

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

P =



0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

0 0 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 0 1

−p0 −pκ1 −p2 ... −pn−2 −pn−1


.

Ìàòðèöû óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, êàê è îïðåäåëÿåìûå èìè ëèíåé-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, P (t) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñâîåé

ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöû:

P (t) = det(tE−P).

(×åðåç E îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.)

Îïðåäåëåíèå 10.1.3. Ìàòðèöà J ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî æîð-

äàíîâîé, åñëè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé

J = J1 ⊕ ... ⊕ Jτ

îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê J1, ..., Jτ , ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò ñîïðî-

âîæäàþùèå ìàòðèöû íåïðèâîäèìûõ íàä k ìíîãî÷ëåíîâ P1(t), ..., Pτ (t) , ò.å. èìååò áëî÷íî-

äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè J1, ..., Jτ ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû J ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ P σ1
1 (t) ... P στ

τ (t) ,

ãäå σι degPι(t) ðàâåí ïîðÿäêó áëîêà Jι ïðè ëþáîì ι .

Òåîðåìà 10.1.1. Ïóñòü k ïðîèçâîëüíîå ïîëå, A ìàòðèöà íàä k. Ïðåäïîëîæèì ÷òî

âñå íåïðèâîäèìûå (íàä k) äåëèòåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (t) ìàòðèöû A

ñåïàðàáåëüíû. Òîãäà:
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1) Íàéäåòñÿ ìàòðèöà Q ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F (t) òà-

êàÿ, ÷òî

J = Q−1AQ = J1 ⊕ ... ⊕ Jτ

áóäåò îáîáùåííî æîðäàíîâîé ìàòðèöåé íàä ïîëåì k. Îíà íàçûâàåòñÿ�îáîáùåííîé æîð-

äàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé ìàòðèöû A.

2) Äëÿ ìàòðèöû A íàáîð îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê J1, ..., Jτ îïðåäåëÿåòñÿ îä-

íîçíà÷íî, ò.å. îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû åäèíñòâåííà, ñ òî÷-

íîñòüþ äî ðàñïîëîæåíèÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Åñëè âñå íåïðèâîäèìûå (íàä k) äåëèòåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (t) ëèíåé-

íû (â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî), òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó

ðåçóëüòàòó. Ìû ïîêàæåì, ÷òî îáùàÿ òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç êëàññè÷åñêîé.

10.2 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Ñåïàðàáåëüíûå è íåñåïàðàáåëüíûå ìíîãî÷ëåíû

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ôàêòû èç òåîðèè Ãàëóà. Ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

F (t) ∈ k[t] (ñì., íàïð., [121], ñ.198-199) íàçûâàåòñÿ ïîëå K , îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà) îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèìè äâóìÿ óñëîâèÿìè:

(i) k âêëàäûâàåòñÿ â K òàê, ÷òî F (t) íàä K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè;

(ii) ýòî ðàñøèðåíèå ïîëÿ k ìèíèìàëüíî, áîëåå òî÷ío, ëþáîå âëîæåíèå k â ïîëå K ′ , íàä

êîòîðûì F (t) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîäîëæèòü äî âëîæåíèÿ K â K ′ .

Òàêèì îáðàçîì, â ïîëå K ìíîãî÷ëåí F (t) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ñîìíî-

æèòåëåé, ò.å. èìååò degF (t) êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå íàä k ìíîãî÷ëåíû (â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå

íàä k ñîìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà F (t)) èìåþò â K ðàçëè÷íûå êîðíè (èíà÷å ýòè ìíîãî÷ëåíû

íå áûëè áû âçàèìíî ïðîñòûìè).



Ãëàâà 10. ½Ñåïàðàáåëüíàÿ“ òåîðåìà 224

Îïðåäåëåíèå 10.2.1. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â ïîëå

ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà âñå åãî êîðíè ïðîñòûå (ò.å. èìåþò êðàòíîñòü 1). Íåïðè-

âîäèìûå íåñåïàðàáåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ñóùåñòâóþò òîëüêî íàä ïîëÿìè k êîíå÷íîé (=

íåíóëåâîé) õàðàêòåðèñòèêè p è èìåþò âèä P (t) = P (tν) , ãäå P (t) ∈ k[t] , ν = pn - ñòåïåíü

íåñåïàðàáåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà P (t) (ñð., [7], ñ.204-205 è [3], ñ.142). Ëþáîé êîðåíü íåñåïàðà-

áåëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà â ïîëå ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà èìååò êðàòíîñòü

pn .

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ôàêòû èç òåîðèè Ãàëóà.

Îïðåäåëåíèå 10.2.2. Ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F (t) ∈ k[t] (ñì., íàïð., [121], ñ.198-

199) íàçûâàåòñÿ ïîëå K , îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) îïðåäåëÿåìîå ñëåäó-

þùèìè äâóìÿ óñëîâèÿìè:

(i) k âêëàäûâàåòñÿ â K òàê, ÷òî F (t) íàä K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè;

(ii) ýòî ðàñøèðåíèå ïîëÿ k ìèíèìàëüíî, áîëåå òî÷ío, ëþáîå âëîæåíèå k â ïîëå K ′ , íàä

êîòîðûì F (t) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîäîëæèòü äî âëîæåíèÿ K â K ′ .

Òàêèì îáðàçîì, â ïîëå K ìíîãî÷ëåí F (t) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ñî-

ìíîæèòåëåé, ò.å. èìååò degF (t) êîðíåé (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè).

Ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå íàä k ìíîãî÷ëåíû (â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå

íàä k ñîìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà F (t)) èìåþò â K ðàçëè÷íûå êîðíè (èíà÷å ýòè ìíîãî÷ëåíû

íå áûëè áû âçàèìíî ïðîñòûìè).

Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â ïîëå ðàçëîæåíèÿ ýòîãî

ìíîãî÷ëåíà âñå åãî êîðíè ïðîñòûå (ò.å. èìåþò êðàòíîñòü 1). Íåïðèâîäèìûå íåñåïàðàáåëü-

íûå ìíîãî÷ëåíû ñóùåñòâóþò òîëüêî íàä ïîëÿìè k êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè p è èìåþò

âèä P (t) = P (tν) , ãäå P (t) ∈ k[t] , ν = pn , n - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (ñð., [121],

ñ.204-205 è [9], ñ.142). Êàê ñëåäñòâèå, ëþáîé êîðåíü íåñåïàðàáåëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíî-

ãî÷ëåíà â ïîëå ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà èìååò êðàòíîñòü pn .
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10.3 Ðàñøèðåíèå ïîëÿ ñêàëÿðîâ

Ïóñòü ïîðÿäîê êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàâåí n . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî L/k ðàçìåðíîñòè n è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå LK = K ⊗k L . Îíî ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä K ñ óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû, îïðåäåëÿåìûì ïî ïðàâèëó

λ(α⊗ w) = (λα)⊗ w.

Ñîïîñòàâëÿÿ k-ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A îòîáðàæåíèå

AK = 1K ⊗k A : LK → LK | α⊗k x 7→ α⊗k A(x),

ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåëåííûé K -ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà LK . Ñ ïðîèçâîëü-

íûì áàçèñîì e = (e1, ..., en) ïðîñòðàíñòâà L/k àññîöèèðóåòñÿ áàçèñ

eK = (1⊗ e1, ..., 1⊗ en)

ïðîñòðàíñòâà LK . Î÷åâèäíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà AK â ýòîì áàçèñå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàò-

ðèöåé Ae îïåðàòîðà A â áàçèñå e . Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îïåðàòîðîâ

A è AK ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ìíîãî÷ëåíó.

Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e = (e1, ..., en) ïðîñòðàíñòâà L/k , îïðåäåëèì ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A : L→ L ïî ôîðìóëå

A(x) = A · xe,

ãäå xe - ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå e . Îáîçíà÷èì îáùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðîâ A è AK ÷åðåç F (t) .

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (t) íà íåïðèâîäèìûå ñî-

ìíîæèòåëè íàä ïîëåì k :

F (t) = P l1
1 (t) ... P lm

m (t).

Âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû Pi(t) áóäåì ñ÷èòàòü óíèòàðíûìè (ò.å. ñî ñòàðøèì êîýô-

ôèöèåíòîì 1). Â ïîëå ðàçëîæåíèÿ K ìíîãî÷ëåíà F (t) îíè ðàçëàãàþòñÿ íà ëèíåéíûå

ìíîæèòåëè

Pi(t) = (t− λi1)νi ...(t− λiδi)νi .
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Çäåñü íàäî ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè Pi(t) ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí, òî

νi = 1, δi = di = degPi(t).

Åñëè Pi(t) = P i(t
pni ) íåñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí (p = chark), òî νi = pni åñòü åãî ñòåïåíü

íåñåïàðàáåëüíîñòè, à δi = degP i(t) , òàê ÷òî degPi(t) = di = δiνi .

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè Pi(t) õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (t) ñåïàðàáåëüíû. Òîãäà

λij = λi′j′ ⇔ i = i′, j = j′.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Æîðäàíà ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ f ïðîñòðàíñòâà LK ,

â êîòîðîì ìàòðèöà (AK)f ëèíåéíîãî îïåðàòîðà AK ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé æîðäàíîâûõ

êëåòîê Jijk ñ ýëåìåíòàìè λij íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷åì íàáîð ýòèõ æîðäàíîâûõ êëåòîê

îäèí è òîò æå äëÿ ðàçëè÷íûõ òàêèõ áàçèñîâ f . Êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ λij ïî

ãëàâíîé äèàãîíàëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç κij , òàê ÷òî i = 1, ...,m; j = 1, ..., δi; k = 1, ..., κij .

Ïóñòü sijk ïîðÿäîê æîðäàíîâîé êëåòêè Jijk . Òîãäà

sij1 + sij2 + ...+ sijκij
= li.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A , îïðåäåëåííûé íàä ïîëåì k , îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû íåðàçëîæèìûõ îïåðàòîðîâ

(æîðäàíîâûõ êëåòîê), îïðåäåëåííûõ íàä ïîëåì ðàçëîæåíèÿ K õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà F (t) . Âîïðîñ â òîì, êàê ðàçëîæèòü A â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ îïåðàòîðîâ,

îïðåäåëåííûõ íàä ïîëåì k?

Ïðåäëîæåíèå 10.3.1. Ïóñòü A êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è P (t) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí,

îïðåäåëåííûå íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì k. Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîðíåé λ è λ′ ìíîãî÷ëåíà

P (t), ëåæàùèõ â íåêîòîðîì ïîëå ðàçëîæåíèÿ K ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, è äëÿ âñÿêîãî öåëîãî

÷èñëà s

rk (λE − A)s = rk (λ′E − A)s.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ïîëÿ K , êîòîðûé ýëåìåíòû

ïîäïîëÿ k îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè, à λ ïåðåâîäèò â λ′ ([121], ñòð. 204). Ýòîò àâòî-

ìîðôèçì ïåðåâîäèò (λE − A)s â (λ′E − A)s è êàæäûé ìèíîð ïåðâîé ìàòðèöû â ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ìèíîð âòîðîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíîð îäíîé èç ýòèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçèñíûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð äðóãîé. Çíà÷èò

ðàíãè ýòèõ ìàòðèö ðàâíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç rijs ðàíã ìàòðèöû (λijE − Ae)s , ãäå s íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî,

ïðè÷åì êàê îáû÷íî íóëåâóþ ñòåïåíü ëþáîé ìàòðèöû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíè÷íîé

ìàòðèöå E . Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî rijs íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà e .

Ïðåäëîæåíèå 10.3.2. ×èñëî hijs æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà s ñ λij íà ãëàâíîé äèà-

ãîíàëè ðàâíî rij(s+1) + rij(s−1) − rijs :

hijs = #{k : sijk = s} = rij(s+1) + rij(s−1) − rijs. (10.3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. ñòàíäàðòíîå. Âçÿâ æîðäàíîâ áàçèñ f , ïðåäâàðèòåëüíî óáåæäàåìñÿ, ÷òî

(rij(s−1) − rijs) - ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà ≥ s .

Ñëåäñòâèå 10.3.3. hijs , ñëåäîâàòåëüíî, κij íå çàâèñèò îò j . Áîëåå òîãî, èíäåêñû k

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî sijk òàêæå íå áóäåò çàâèñåòü îò j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 10.3.2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ i è k çíà÷åíèå rijs

îäíî è òî æå äëÿ âñåõ j . Ïîýòîìó hijs è, ñëåäîâàòåëüíî, κij = Σshijs íå çàâèñèò îò j .

Åñëè èíäåêñû k äëÿ æîðäàíîâûõ êëåòîê Jijk ïðè ôèêñèðîâàííûõ i, j âûáðàòü òàê, ÷òîáû

ïîðÿäêè æîðäàíîâûõ êëåòîê íå âîçðàñòàëè ïðè âîçðàñòàíèè k , òî sijk òàêæå íå áóäåò

çàâèñåòü îò j .

Êàê èçâåñòíî (ñì. ëþáîé èç ïðèâåäåííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ó÷åáíèêîâ ïî ëèíåéíîé

àëãåáðå) ïåðåñòàíîâêîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ìîæíî äîáèòüñÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè

æîðäàíîâûõ êëåòîê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
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Èìååì sijk = si1k . Ïîýòîìó ïåðåòàñîâêîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ áàçèñà f ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû â ìàòðèöå (AK)f ïî äèàãîíàëè ñòîÿëè ïîäðÿä æîðäàíîâû êëåòêè îäèíàêîâî-

ãî ïîðÿäêà si1k = si2k = ... = sidik ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè λi1, λi2, ... λidi
, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè÷åì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà i , à ïðè ôèêñèðîâàííîì i - â ïîðÿäêå

íåâîçðàñòàíèÿ ðàçìåðîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ

ìàòðèöà B1 ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K òàêàÿ, ÷òî B−1
1 AB1 = (AK)f .

10.4 Äîêàçàòåëüñòâî ½ñåïàðàáåëüíîé“ òåîðåìû

Ïðåäëîæåíèå 10.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â æîðäàíîâîì áàçèñå e ìàòðèöà Ae îïåðà-

òîða A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé æîðäàíîâûõ êëåòîê îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà s, ïðè÷åì ó

ïåðâîé æîðäàíîâîé êëåòêè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ýëåìåíòû λ1 , ó âòîðîé - λ2 , è

ò.ä. ó ïîñëåäíåé - λd . Òîãäà ïåðåñòàíîâêîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïåðåéòè ê áàçèñó

f , â êîòîðîì ìàòðèöà Af áóäåò îáîáùåííîé æîðäàíîâîé êëåòêîé, ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè

êîòîðîé ñòîÿò s äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö D ïîðÿäêà d ñ ýëåìåíòàìè λ1, ..., λd íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî d . Ïðè d = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî âåð-

íî. ×òîáû ñäåëàòü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä, ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà

s(d − 1) ìàòðèöû Ae , ëåæàùóþ â åå ïåðâûõ s(d − 1) ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ è, òàêèì îáðà-

çîì, ñîäåðæàùóþ âñå æîðäàíîâû êëåòêè ñ ýëåìåíòàìè λ1, ..., λd−1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïåðåñòàíîâêîé ïåðâûõ s(d − 1) áàçèñíûõ âåêòî-

ðîâ, ýòó ïîäìàòðèöó ìîæíî ïðåâðàòèòü â îáîáùåííóþ æîðäàíîâó êëåòêó, ïî äèàãîíàëè

êîòîðîé ñòîÿò s äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà d− 1 ñ ýëåìåíòàìè λ1, ..., λd−1 íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei è ej ó ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè i-òàÿ è j -òàÿ ñòðîêè è òå æå ñòîëáöû. Ïåðåñòàâëÿÿ s((d − 1) + 1)-

ûå ñòðîêó è ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïðåäûäóùèìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ïåðåìåñòèì

ýëåìåíò λd , ñòîÿùèé íà s((d−1)+1) ìåñòå ãëàâíîé äèàãîíàëè â ïåðåñå÷åíèå d-òîé ñòðîêè
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è d-òîãî ñòîëáöà. Àíàëîãè÷íî s((d− 1) + 2)-îé ýëåìåíò ãëàâíîé äèàãîíàëè ïåðåìåñòèì â

ïåðåñå÷åíèå 2d-òîé ñòðîêè è 2d-òîãî ñòîëáöà è ò. ä. äî ïðåäïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ãëàâíîé

äèàãîíàëè, êîòîðûé ïåðåìåñòèì â ïåðåñå÷åíèå (s−1)d-òîé ñòðîêè è (s−1)d-òîãî ñòîëáöà.

Â èòîãå ïîëó÷èì ìàòðèöó, ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò s äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà d ñ ýëåìåíòàìè λ1, ..., λd íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ðàññìîòðèì, êàê ïåðåðàñïðåäåëÿòñÿ "ñòàíäàðòíûå"åäèíèöû. Â ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé

èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, îíè ñòîÿëè íà

((d− 1)(v − 1) + w, (d− 1)v + w)

ìåñòàõ ñ v = 1, ..., s− 1 è w = 1, ..., d− 1 , à òàêæå íà

((d− 1)s+ v, (d− 1)s+ v + 1)

ìåñòàõ ñ v = 1, ..., s − 1 . Ïðè âûøåîïèñàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ åäèíèöà, ñòîÿùàÿ â ïåðå-

ñå÷åíèè ((d−1)(v−1)+w)-òîé ñòðîêè è ((d−1)v+w)-òîãî ñòîëáöà ïåðåäâèíåòñÿ íà v−1

ñòðîêó âíèç è íà v ñòîëáöîâ âïðàâî è îêàæåòñÿ íà ïîçèöèè (d(v− 1)+w, dv+w) . Â òî æå

âðåìÿ ((d− 1)s+ v, (d− 1)s+ v+ 1)-òàÿ åäèíèöà îêàæåòñÿ â dv -òîé ñòðîêå íà d(v+ 1)-îì

ìåñòå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. .

Îñóùåñòâèì ïåðåñòàíîâêó âåêòîðîâ, îïèñàííóþ â äîêàçàííîì ïðåäëîæåíèè, ïîñëåäî-

âàòåëüíî äëÿ êàæäîé ãðóïïû âåêòîðîâ áàçèñà f ï.8, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîäìàòðèöàì

ìàòðèöû (AK)f , ÿâëÿþùèìñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè ñòîÿùèõ ïîäðÿä æîðäàíîâûõ êëåòîê

îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà si1k = si2k = ... = sidik ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè λi1, λi2, ... λidi
,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷èì âìåñòî ýòèõ ïîäìàòðèö îáîáùåííûå æîðäàíîâû êëåòêè, äèà-

ãîíàëüíûå áëîêè êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû Di ñ êîðíÿ-

ìè λi1, λi2, ..., λidi
ïîëèíîìà Pi(t) íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Åñëè ýòîò ïåðåòàñîâàííûé áà-

çèñ îáîçíà÷èòü ÷åðåç f̃ , òî â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ìàòðèöó

(AK)f̃ = B−1
2 (AK)fB2 , ãäå B2 - ìàòðèöà îáùåé ïåðåñòàíîâêè áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 10.4.2. Åñëè P - ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà îïðåäåëåííîãî íàä ïîëåì k

ìíîãî÷ëåíà P (t), êîòîðûé â ðàñøèðåíèè K ïîëÿ k ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

P (t) = det(tE −P) = (t− λ1)
l1 ...(t− λm)lm ,
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òî æîðäàíîâ íîðìàëüíûé âèä ìàòðèöû P ñîñòîèò èç æîðäàíîâûõ êëåòîê Jli(λi) ïî-

ðÿäêà li ñ λi ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè (i = 1, ...,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà èç âñåõ ñòðîê ìàòðèöû (λiE −P) êðîìå ïîñëåäíåé, î÷åâèäíî,

ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0. Ïîýòîìó åå êîðàíã ðàâåí 1 è,

ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âñåãî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà ñ λi íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ñëåäñòâèå 10.4.3. Åñëè P - ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà ñåïàðàáåëüíîãî íåïðèâîäèìîãî

íàä ïîëåì k ìíîãî÷ëåíà P (t) è K - ïîëå ðàçëîæåíèÿ P (t), òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C

íàä K òàêàÿ, ÷òî CPC−1 = D äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (t) íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå l1 = ... = lm = 1 , ñëåäîâàòåëüíî, æîðäà-

íîâ íîðìàëüíûé âèä ìàòðèöû P äèàãîíàëüíûé, è ïîëó÷àåòñÿ îí, êàê âñåãäà, óìíîæåíèåì

ñëåâà íà íåêîòîðóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò

îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó), à ñïðàâà - íà îáðàòíóþ ê íåé.

Ïðåäëîæåíèå 10.4.4. Åñëè ìàòðèöû U è V ðàçáèòû, ñîîòâåòñòâåííî, íà êâàäðàòíûå

áëîêè Uij è Vij îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå W = UV ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè

Wij = ΣkUikVkj òîãî æå ðàçìåðà.

Îò êàæäîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Di ïåðåéäåì ê ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöå Pi =

C−1
i DiCi íåïðèâîäèìîãî ïîëèíîìà Pi(t) . Ïîñòðîèì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó B3 èç

áëîêîâ Ci â òåõ ìåñòàõ ãëàâíîé äèàãîíàëè, ãäå ó ìàòðèöû (AK)f̃ ñòîèò áëîê Di . Òîãäà

íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî ïóíêòà çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà B−1
3 (AK)f̃B3 ÿâëÿåò-

ñÿ îáîáùåííî æîðäàíîâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè Q = B1B2B3 îáîáùåííî æîðäàíîâà

ìàòðèöà Q−1AQ . Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 10.3.2 è äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîé æîðäàíîâîé íîð-

ìàëüíîé ôîðìû ìàòðèöû A ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî åå îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê, ïî

ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò s ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö ïîëèíîìà Pi(t) , åñòü (íå çà-

âèñÿùåå îò j ) ÷èñëî hijs = rij(s+1)+rij(s−1)−rijs , ãäå rijs = rk(λijE−Ae)s . Ýòî îäíîâðåìåííî
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äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû è äàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé æîðäàíîâîé íîð-

ìàëüíîé ôîðìû. Çàìåòèì, ÷òî èç åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîé æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

ôîðìû ìàòðèöû ñëåäóåò íåðàçëîæèìîñòü ëþáîé îáîáùåííîé æîðäàíîâîé êëåòêè.

10.5 Êîíòðïðèìåð

Ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ íåñåïàðàáåëüíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì, êî-

òîðûå íå ïðèâîäèìû ê îáîáùåííîé æîðäàíîâîé ôîðìå ïåðâîãî ðîäà.

Â êà÷åñòâå ïîëÿ k ðàññìîòðèì òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå F2(u) äâóõýëåìåíòíîãî

ïîëÿ Ãàëóà F2 , chark = 2 . Íà ÷åòûðåõìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ýòèì ïîëåì

ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A , çàäàâàåìûé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé ïîëèíîìà [t4+

u2] . Òàêèì îáðàçîì, â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîð A èìååò

ìàòðèöó

A = [t4 + u2] =



0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

u2 0 0 0


.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî îïåðàòîðà ïðèâîäèì íàä k

χA(t) = t4 + u2 = (t2 + u)2,

ïðè÷åì ìíîãî÷ëåí t2 +u , êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, íåïðèâîäèìûé. Åãî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî � íåñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä k .

Åñëè áû îáîáùåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà ïåðâîãî ðîäà äëÿ îïåðàòîðà A áûëà ñïðàâåä-

ëèâîé, òî ìàòðèöà A = [t4 + u2] äîëæíà áûëà áû áûòü ñîïðÿæåííîé êàêîé-ëèáî îäíîé èç

ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

B =

 [t2 + u] 0

0 [t2 + y]

 =



0 1 0 0

u 0 0 0

0 0 0 1

0 0 u 0


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èëè

C =

 [t2 + u] E

0 [t2 + y]

 =



0 1 1 0

u 0 0 1

0 0 0 1

0 0 u 0


.

Íà ñàìîì äåëå íè îäíà èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé íå îñóùåñòâëÿåòñÿ.

Åñëè (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûå, íî íàñ èíòåðåñóþò äàííûå âûøå) ìàòðèöû A è

B ñîïðÿãàþòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé X , òî è ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

ìàòðèöû tE − A è tE − B ñîïðÿãàþòñÿ òîé æå ìàòðèöåé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ

t = λ èç ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåíèÿ K îñíîâíîãî ïîëÿ k , òàêèì æå îáðàçîì ñîïðÿæåíû

ìàòðèöû λE−A è λE−B . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëè è, áîëåå îáùî, ðàíãè ýòèõ ìàòðèö

äîëæíû áûòü ðàâíûìè.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå λ ïðîèçâîëüíûé êîðåíü (â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè ïîëÿ k )

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà ðàíã λE−A ðàâåí

òðåì, à ðàíãè λE −B è λE −C - äâóì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà A íå

ñîïðÿæåíà íè B , íè C .



Ãëàâà 11

Îáùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ñáîðêè

11.1 Ôîðìóëèðîâêà îáùåé îñíîâíîé òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå 11.1.1. Îáîáùåííîé æîðäàíîâîé êëåòêîé âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ìàò-

ðèöà âèäà

J =



P F 0 ... 0 0

0 P F ... 0 0

0 0 P ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... P F

0 0 0 ... 0 P


,

ãäå âñå áëîêè P,F,0 - êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì P - ïðîèç-

âîëüíàÿ, 0 - íóëåâàÿ ìàòðèöû, à F - èìååò 1 â ëåâîì íèæíåì óãëó è íóëè â îñòàëüíûõ

ìåñòàõ.

Îïðåäåëåíèå 11.1.2. Ìàòðèöà J ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî æîð-

äàíîâîé ìàòðèöåé âòîðîãî ðîäà, åñëè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé

J = J1 ⊕ ... ⊕ Jτ
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îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê J1, ..., Jτ âòîðîãî ðîäà, ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðûõ

ñòîÿò ñîïðîâîæäàþùèå ìàòðèöû íåïðèâîäèìûõ íàä k ìíîãî÷ëåíîâ P1(t), ..., Pτ (t) . Òà-

êèì îáðàçîì, îáîáùåííî æîðäàíîâà ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè

J1, ..., Jτ ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû J ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ P σ1
1 (t) ... P στ

τ (t) , ãäå

ïðîèçâåäåíèå σι degPι(t) ðàâíî ïîðÿäêó áëîêà Jι (ι = 1, ..., τ ).

Òåîðåìà 11.1.1. Ïóñòü k - ïðîèçâîëüíîå ïîëå, L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k

è A - ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà:

(i) Íàéäåòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L, â êîòîðîì îïåðàòîð A áóäåò çàäàâàòüñÿ îáîá-

ùåííî æîðäàíîâîé ìàòðèöåé âòîðîãî ðîäà.

(ii) Íàáîð îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê âòîðîãî ðîäà äëÿ îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåò-

ñÿ îäíîçíà÷íî, ò.å. îáîáùåííàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà åäèíñòâåííà ñ

òî÷íîñòüþ äî ðàñïîëîæåíèÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê (âòîðîãî ðîäà) íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè.

Åñëè âñå íåïðèâîäèìûå (íàä k) äåëèòåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòî-

ðà A ëèíåéíû (â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî), ýòà òåîðåìà ñâîäèòñÿ

ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Æîðäàíà. Ìû ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíî, âûøåïðèâåäåííàÿ òåîðåìà

âûâîäèòñÿ èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Æîðäàíà. Ïðè ýòîì êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà

11.3.1 çàäàþùàÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû (îáû÷íàÿ) æîðäàíîâà

íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà J , îïðåäåëåííàÿ íàä ïîëåì K , ÿâëÿëàñü ìàòðèöåé îïåðàòîðà, îïðå-

äåëåííîãî íàä ïîäïîëåì k ïîëÿ K .

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìó 11.1.1 ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå â ðàìêàõ òåîðèè ìîäóëåé íàä

êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ, ðàññìàòðèâàÿ L êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì k[A] è âûáèðàÿ

ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ.
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11.2 Ôóíêòîð ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ñêàëÿðîâ

Ïóñòü Lk - êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì k è èõ ëèíåé-

íûõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü Endk L = Lk(L,L) - ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé k-

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L . Â êàæäîì áàçèñå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L îïåðàòîðó A ∈

Endk L ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A ∈ Mn(k), n = dimk L . Ïåðåõîäó ê íîâîìó áàçèñó ñîîò-

âåòñòâóåò ïåðåõîä ê ïîäîáíîé ìàòðèöå Q−1AQ, Q ∈ GLn(k) . Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàñ-

ñìîòðåòü äåéñòâèå GLn(k) íà Mn(k) ïîäîáèåì (ñîïðÿæåíèåì):

τk : GLn(k)×Mn(k)→Mn(k) | (Q,A) 7→ Q−1AQ,

òî Endk L áèåêòèâíî ôàêòîðìíîæåñòâó Mn(k)/τk .

Îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû â êàæäîì êëàññå ôàêòîðìíîæåñòâà Mn (k)/τk

íàéòè ïîäõîäÿùèå êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè è ñ èõ ïîìîùüþ êîîðäèíàòèçèðîâàòü (ñì.

[132]) èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïàðàìåòðèçîâàòü ýòî ôàêòîðìíîæåñòâî. Âî ââåäåíèè áûëî îòìå-

÷åíî, ÷òî õîðîøî èçâåñòíû äâà òèïà òàêèõ ïðåäñòàâèòåëåé: ðàöèîíàëüíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ

ôîðìà ìàòðèöû (ïðè ëþáîì ïîëå k) è æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû (ïðè àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòîì ïîëå k). Ñ ïîìîùüþ ôóíêòîðà ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ñêàëÿðîâ ïîíÿòèå

æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k .

Ïóñòü K ïðîèçâîëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k . Ôóíêòîð ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ñêàëÿðîâ

E = Ek
K = K⊗k : Lk → LK

ñîïîñòàâëÿåò ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó L , îïðåäåëåííîìó íàä k , òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

LK = K ⊗k L , ñíàáæåííîå ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K . Óìíîæåíèå

íà ýëåìåíòû ïîëÿ K îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

λ(α⊗ x) = (λα)⊗ x, λ, α ∈ K, x ∈ L.

Ïðè ýòîì k-ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ f : L→ L′ ñîîòâåòñòâóåò K -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

fK : LK → L′K | α⊗ x 7→ α⊗ f(x).
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Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ïðîñòðàíñòâà L ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

AK ïðîñòðàíñòâà LK , òåì ñàìûì èìååì îòîáðàæåíèå

E : EndL→ EndLK | A 7→ AK . (11.2.1)

Ïóñòü ζ ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ K . Òîãäà åñëè e = (e1, ..., en) - áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà L ∈ Lk , òî ζ ⊗ e = (ζ ⊗ e1, ..., ζ ⊗ en) áóäåò áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LK è äëÿ

ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð AK â áàçèñå ζ⊗e áóäåò èìåòü

òó æå ìàòðèöó A , ÷òî è îïåðàòîð A â áàçèñå e . Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå (11.2.1) èíäóöèðóåò

êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå

E : Mn(k)/τk →Mn(K)/τK | A (mod τk) 7→ A (mod τK).

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 3 ãë.VII, ïàð.5 [117] ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò èíúåêòèâíûì. Î÷åâèäíî,

A (mod τK), A ∈ Mn(K) ïðèíàäëåæèò îáðàçó îòîáðàæåíèÿ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñîäåðæèò ìàòðèöó èç Mn(k) . Â òåîðåìå 11.3.1 çàäàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íà îáû÷íóþ æîðäàíîâó ìàòðèöó J ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K , ïðè âûïîëíåíèè

êîòîðûõ â ôàêòîðêëàññå J(mod τK) ñîäåðæèòñÿ ìàòðèöà íàä k .

11.3 Êðèòåðèé ñóæàåìîñòè ïîëÿ ñêàëÿðîâ

Òàê êàê îïåðàòîðû A è AK â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ èìåþò îäíó è òó æå ìàòðèöó,

èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ýòîãî ìíîãî÷ëåíà

F (t) íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè íàä ïîëåì k :

F (t) = P1(t)
l1 ... Pm(t)lm .

Âñå ìíîãî÷ëåíû Pi(t) áóäåì ñ÷èòàòü óíèòàðíûìè (ò.å. ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1).

Ïóñòü K - ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F (t) . Òàêèì îáðàçîì, íàä ïîëåì K ìíîãî÷ëå-

íû Pi(t) ðàçëàãàþòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

Pi(t) = (t− λi1)νi ...(t− λiδi)νi .
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Çäåñü íàäî ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè Pi(t) íåñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí, òî Pi(t) = P i(t
νi) , ãäå νi = pni - ñòåïåíü íåñå-

ïàðàáåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà Pi(t) , p = chark , P i(t) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè δi ,

òàê ÷òî degPi(t) = di = δiνi . Åñëè Pi(t) ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí, òî νi = 1, δi = di =

degPi(t) . Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

λij = λi′j′ ⇔ i = i′, j = j′.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Æîðäàíà ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ f ïðîñòðàíñòâà LK ,

â êîòîðîì ìàòðèöà AK ëèíåéíîãî îïåðàòîðà AK ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé æîðäàíîâûõ

êëåòîê Jijk ñ ýëåìåíòàìè λij íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷åì íàáîð ýòèõ æîðäàíîâûõ êëåòîê

îäèí è òîò æå äëÿ ðàçëè÷íûõ òàêèõ áàçèñîâ f . Êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ λij ïî

ãëàâíîé äèàãîíàëè îáîçíà÷èì ÷åðåç κij , òàê ÷òî i = 1, ...,m; j = 1, ..., δi; k = 1, ..., κij .

Ïóñòü sijk ïîðÿäîê æîðäàíîâîé êëåòêè Jijk . Òîãäà

sij1 + sij2 + ...+ sijκij
= li.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A , îïðåäåëåííûé íàä ïîëåì k , îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû íåðàçëîæèìûõ îïåðàòîðîâ

(æîðäàíîâûõ êëåòîê), îïðåäåëåííûõ íàä ïîëåì ðàçëîæåíèÿ K eãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà F (t) . Çàäà÷à â òîì, êàê ïîëó÷èòü ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó îïå-

ðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ è íåðàçëîæèìûõ íàä ïîëåì k . Êëþ÷åâóþ ðîëü â ðåøåíèè ýòîé

çàäà÷è èãðàåò

Òåîðåìà 11.3.1. Ïóñòü K - ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Îáû÷íàÿ æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ìàò-

ðèöà J ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K (è ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ìàòðèöà íàä K , ïðèâîäèìàÿ

íàä K ê æîðäàíîâó íîðìàëüíîìó âèäó J ) áóäåò ìàòðèöåé íåêîòîðîãî îïåðàòîðà AK ,

ãäå A - îïåðàòîð íàä k, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí FJ(t) ìàòðèöû J ïðèíàäëåæèò k[t];

(ii) ÷èñëî hijs æîðäàíîâûõ êëåòîê Jijk ìàòðèöû J , èìåþùèõ ïîðÿäîê s è äèàãîíàëü-

íûå ýëåìåíòû λij , ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè íåïðèâîäèìîãî íàä k ìíîãî÷ëåíà Pi(t), íå
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çàâèñèò îò j ;

(iii) ïîðÿäîê sijk æîðäàíîâîé êëåòêè Jijk ìàòðèöû J êðàòåí ñòåïåíè íåñåïàðàáåëüíî-

ñòè νi ìíîãî÷ëåíà Pi(t) íàä k.

Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Ïðåäëîæåíèå 11.3.2. Ïóñòü A êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è P (t) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí,

îïðåäåëåííûå íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì k. Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîðíåé λ è λ′ ìíîãî÷ëåíà

P (t) è äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ÷èñëà s

rk (λE − A)s = rk (λ′E − A)s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ïîëÿ ðàçëoæåíèÿ K ïîëÿ k , êîòîðûé ýëå-

ìåíòû èç k îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè, à λ ïåðåâîäèò â λ′ (ñì. [121], ñòð. 204). Ýòîò àâòî-

ìîðôèçì ïåðåâîäèò (λE −A)s â (λ′E −A)sè êàæäûé ìèíîð ïåðâîé ìàòðèöû - â ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ìèíîð âòîðîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíîð îäíîé èç ýòèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçèñíûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð äðóãîé. Çíà÷èò

ðàíãè ýòèõ ìàòðèö ðàâíû.

Ïóñòü òåïåðü A - ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A , îïðåäåëåííîãî íàä ïîëåì k , â

íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà L . Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü

rijs - ðàíã ìàòðèöû (λijE −A)s , ãäå s íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì, êàê îáû÷íî,

íóëåâóþ ñòåïåíü ëþáîé ìàòðèöû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíè÷íîé ìàòðèöå E . ×èñëî

rijs íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå L îïåðàòîðà A , áóäó÷è èíâàðèàíòíûì

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ìàòðèö. ×èñëî hijs æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà s

ñ λij íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíî rij(s−1) − 2rijs + rij(s+1) . Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà ≥ s ñ λij íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíî

rij(s−1) − rijs . Â ÷àñòíîñòè, îáùåå ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ λij íà ãëàâíîé äèàãîíàëè

ðàâíî êîðàíãó ìàòðèöû (λijE − A) .

Ñëåäñòâèå 11.3.3. hijs , ñëåäîâàòåëüíî, κij íå çàâèñÿò îò j . Áîëåå òîãî, èíäåêñû k

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî sijk òàêæå íå áóäåò çàâèñåòü îò j .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî âûøåäîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ ïðè ôèêñèðîâàííûõ i è k

çíà÷åíèå rijs îäíî è òî æå äëÿ âñåõ j . Ïîýòîìó hijs è, ñëåäîâàòåëüíî, κij = Σshijs íå çàâè-

ñÿò îò j . Åñëè èíäåêñû k äëÿ æîðäàíîâûõ êëåòîê Jijk ïðè ôèêñèðîâàííûõ i, j âûáðàòü

òàê, ÷òîáû ïîðÿäêè æîðäàíîâûõ êëåòîê íå âîçðàñòàëè ïðè âîçðàñòàíèè k , òî sijk òàêæå

íå áóäåò çàâèñåòü îò j . .

Ïðåäëîæåíèå 11.3.4. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí Pi(t)

íåñåïàðàáåëüíûé, òî ïðè ëþáûõ j è k ïîðÿäîê sijk æîðäàíîâîé êëåòêè Jijk äåëèòñÿ íà

ñòåïåíü íåñåïàðàáåëüíîñòè νi = pni ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåìåéñòâî A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L′ ïðîñòðàíñòâà L òàêèõ,

÷òî L′K = K⊗kL
′ ñîäåðæèò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Lijk îïåðàòîðà Jijk , íå ïóñòî è çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèé. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà îáîçíà÷èì

〈Lijk〉k , à îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî - ÷åðåç Aijk .

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-Êåëè F (AK) = P1(AK)l1 ...Pm(AK)lm = 0 . Èç ýòîãî íåòðóä-

íî âûâåñòè, ÷òî Lijk ⊂ KerPi(AK)li . Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçè-

ñàõ ìàòðèöû îïåðàòîðîâ Pi(AK)l è Pi(A)l ñîâïàäàþò, çàêëþ÷àåì, ÷òî

KerPi(AK)l = K ⊗k KerPi(A)l.

Ïîýòîìó 〈Lijk〉k ëåæèò â KerPi(A)li , òî åñòü Pi(Aijk)li = 0 . Îòñþäà, ââèäó íåïðèâîäè-

ìîñòè ìíîãî÷ëåíà Pi(t) íàä k , ïîëó÷àåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà

Aijk ðàâåí Pi(t)
σijk , σijk ≤ li . Íàä ïîëåì K îïåðàòîð Aijk ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

æîðäàíîâûõ êëåòîê Jij′k, (j′ = 1, ..., δi) , êîòîðûå íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ ï.6 èìåþò îäè-

íàêîâûé ïîðÿäîê sijk . Çíà÷èò sijkδi ðàâåí ïîðÿäêó ìàòðèöû îïåðàòîðà Aijk , òî åñòü ñòåïå-

íè σijk degPi(t) åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Çäåñü δi - ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé

íåñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Pi(t) ñòåïåíè íåñåïàðàáåëüíîñòè νi , òàê ÷òî degPi(t) = δiνi .

Èòàê, sijk = σijkνi . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Èç âûøåäîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (i), (ii), (iii) òåîðåìû

11.3.1. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü ýòèõ óñëîâèé.
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Ïóñòü (îáû÷íàÿ) æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà J , îïðåäåëåííàÿ íàä ïîëåì K , óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (ii), (iii) òåîðåìû 11.3.1 Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó C =
⊕

ik Cik

âñåõ öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Cik = [Pi(t)
σik ] , ãäå σik = sijk : νi - íàòóðàëüíoe ÷èñëî, íå

çàâèñÿùee îò j (â ñèëó óñëîâèé (ii) è (iii)). Ìàòðèöà C îïðåäåëåíà íàä ïîëåì k .

Ïðåäëîæåíèå 11.3.5. Åñëè P - ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà ìíîãî÷ëåíà P (t), êîòîðûé

íàä ïîëåì K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

P (t) = det(tE −P) = (t− λ1)
l1 ...(t− λm)lm ,

òî æîðäàíîâ íîðìàëüíûé âèä ìàòðèöû P íàä K ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé æîðäàíîâûõ

êëåòîê Jli(λi) ïîðÿäêà li ñ λi ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè (i = 1, ...,m).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè P (t) ÿâëÿåòñÿ l -òîé ñòåïåíüþ íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì k ìíî-

ãî÷ëåíà ñòåïåíè d, òî æîðäàíîâ íîðìàëüíûé âèä ìàòðèöû P íàä ïîëåì ðàçëîæåíèÿ K

ìíîãî÷ëåíà P (t) åñòü ïðÿìàÿ ñóììà δ æîðäàíîâûõ êëåòîê îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà lν , ãäå

ν - ñòåïåíü íåñåïàðàáåëüíîñòè íåïðèâîäèìîãî ïîëèíîìà è δ = d : ν .

Çäåñü ìíîãî÷ëåí P (t) ìîæåò áûòü êàê ñåïàðàáåëüíûì (ν = 1), òàê è íåñåïàðàáåëüíûì

(ν 6= 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà èç âñåõ ñòðîê ìàòðèöû (λiE −P) êðîìå ïîñëåäíåé, î÷åâèäíî,

ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0. Ïîýòîìó åå êîðàíã ðàâåí 1 è,

ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âñåãî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà ñ λi íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ, êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå Cik íàä K èìååò æîð-

äàíîâ íîðìàëüíûé âèä
⊕

j Jijk . Ñëåäîâàòåëüíî, C íàä K èìååò æîðäàíîâ íîðìàëüíûé

âèä J . Òåîðåìà 11.3.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 11.3.6. Âñÿêàÿ ìàòðèöà A ∈ GLn(k) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

F (t) ïîäîáíà íàä k ïðÿìîé ñóììå C =
⊕

Cik öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Cik = [Pi(t)
σik ], ãäå

F (t) = P1(t)
l1 ...Pm(t)lm - ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ íàä k ìíîãî÷ëåíîâ,

Σk(σikνi) = li , νi - ñòåïåíü íåñåïàðàáåëüíîñòè Pi(t) (i = 1, ...,m). Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé
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îïåðàòîð A n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàä ïîëåì k â íåêîòîðîì áàçèñå ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí ïîëèöèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé C óêàçàííîãî âèäà. Ïðè ýòîì íàáîð

öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Cik îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A íàä ïîëåì K ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ k ïðèâîäèòñÿ ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìå J , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (i) - (iii) òåîðåìû 11.3.1. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñîãëàñíî âûøåäîêàçàííîìó J , à çíà÷èò è A , ïîäîáíà íàä ïîëåì K ïîëèöèêëè÷åñêîé

ìàòðèöå C óêàçàííîãî âèäà. Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3 ãë. 7 ïàð. 5 [117] (ñ.75) A áóäåò

ïîäîáíà C è íàä k . Îäíîçíà÷íîñòü íàáîðà öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Cik ñëåäóåò èç åäèíñòâåí-

íîñòè (îáû÷íîé) æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû îïåðàòîðà.

11.4 Äîêàçàòåëüñòâî îáùåé îñíîâíîé òåîðåìû

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îáùåé îñíîâíîé òåîðåìû 11.1.1. Ðàññìîòðèì (îáû÷íóþ) æîð-

äàíîâó íîðìàëüíóþ ìàòðèöó J îïåðàòîðà A íàä ïîëåì ðàçëîæåíèÿ K åãî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (i), (ii), (iii) òåîðåìû 11.3.1.

Ïóñòü C - ñîîòâåòñòâóþùàÿ J ïîëèöèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà íàä k , ïîñòðîåííàÿ â ï.8.

Çàìåíèì êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå Cik = [Pi(t)
σik ] ìàòðèöû C îáîáùåííîé æîðäàíîâîé

êëåòêîé Jik âòîðîãî ðîäà, èìåþùåé ïîðÿäîê diσik è ñîïðîâîæäàþùóþ ìàòðèöó [Pi(t)] ïî

ãëàâíîé äèàãîíàëè (di = degPi(t)). Ïîëîæèì J =
⊕

i,k Jik . Ìàòðèöû Cik è Jik èìåþò

îäèíàêîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pi(t)
σik è äëÿ ëþáîãî åãî êîðíÿ λij ìàòðèöû

λijE−Cik è λijE−Jik èìåþò îäèíàêîâûé êîðàíã 1 (ïîòîìó ÷òî îïðåäåëèòåëè ýòèõ ìàòðèö

ðàâíû íóëþ è âñå èõ ñòðîêè, êðîìå ïîñëåäíåé, ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ïîýòîìó íàä ïîëåì

K ýòè ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâóþ (îáû÷íóþ) æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó. Çíà÷èò

Cik è Jik ïîäîáíû íàä Ê. Ïîñêîëüêó îíè îïðåäåëåíû íàä k , òî áóäóò ïîäîáíû è íàä k .

Íî òîãäà íàä k ïîäîáíû òàêæå ìàòðèöû C =
⊕

i,k Cik è J =
⊕

i,k Jik . Ïåðâàÿ ïîëîâèíà

òåîðåìû äîêàçàíà.

Èç ñëåäñòâèÿ 11.3.3 è äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîé æîðäàíîâîé íîðìàëü-

íîé ôîðìû îïåðàòîðà A ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî åå îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê, ïî ãëàâíîé



Ãëàâà 11. Îáùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà. Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ñáîðêè 242

äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò s ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö ïîëèíîìà Pi(t) , åñòü (íå çàâèñÿùåå

îò j ) ÷èñëî hijs = rij(s−1)−2rijs+rij(s+1) , ãäå rijs = rk(λijE−Ae)s . Ýòî îäíîâðåìåííî äîêà-

çûâàåò âòîðóþ ÷àñòü îñíîâíîé òåîðåìû è äàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìû. Îòìåòèì, ÷òî èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â

ïðÿìóþ ñóììó ìàòðèö êàêîãî-ëèáî òèïà (â ÷àñòíîñòè, îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ íîðìàëü-

íûõ ìàòðèö âòîðîãî ðîäà) ñëåäóåò íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèö ýòîãî òèïà. Îáùàÿ îñíîâíàÿ

òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 11.4.1. Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé ïðèìåíèìî ê

ìîäèôèêàöèè òåîðåìû 11.1.1, ãäå áëîêè [Pi(t)] , ÿâëÿþùèåñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöà-

ìè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, çàìåíÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòðèöàìè Di , ó êîòîðûõ (i)

îäèíàêîâûé ñ ýòèì áëîêîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí: |tE − Di| = Pi(t) ; (ii) äîïîë-

íèòåëüíûé ìèíîð ìàòðèöû tE −Di ê ïåðâîìó ýëåìåíòó ïîñëåäíåé ñòðîêè âçàèìíî ïðîñò

ñ Pi(t) .



Ãëàâà 12

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî îáùåé îñíîâíîé

òåîðåìû

12.1 Ïåðåôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû

Öåëüþ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [21] àâòîðà, â ÷àñòíîñòè, äîêà-

çàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 12.1.1. [Òåîðåìà î êâàçèöèêëè÷åñêîì ìàêñèìàëüíîì ðàçëîæåíèè (ÒÊÌÐ)] Ïóñòü

k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, L � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð íà L, mA(t) � ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì îïåðàòîðà A è mA(t) = pµ1

1 (t) . . . pµl

l (t) �

(óíèòàðíîå) íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå mA(t) íàä ïîëåì k.

Òîãäà íàéäåòñÿ áàçèñ e â L òàêîé, ÷òî ìàòðèöà Ae îïåðàòîðà A â e åñòü ïðÿìàÿ

ñóììà íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö

P = (⊕ijP1ij)⊕ . . .⊕ (⊕ijPlij), (12.1.1)

ãäå êàæäàÿ ìàòðèöà Pkij (k = 1, . . . , l ; i = µk, . . . , 1; j = 1, . . . , nki−nk(i+1) ) � êâàçèöèêëè-

÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ i ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé [pk(t)] íà äèàãîíàëè, à j ïàðàìåòðèçóåò

âñå òàêèå áëîêè. Çäåñü

nki = dimKk

(
Lki/Lk(i−1)

)
, Lki = ker

(
pk(A)i

)
, Kk = k[t]/pk(t)
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ïðè i = 1, . . . , µk è nk(µk+1) = 0.

Ëþáûå äâà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêàìè ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç:

(a) âñåõ (óíèòàðíûõ) íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé pk(t) ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà mA(t),

(b) êðàòíîñòåé µk ýòèõ äåëèòåëåé,

(c) ðàçìåðíîñòåé nki äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , l è i = 1, . . . , µk

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà A.

Ìàòðèöà (12.1.1) ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåííóþ æîðäàíîâó ôîðìó âòîðîãî ðîäà ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà A . Ðàçëîæåíèå (12.1.1) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå Pkij �

íåðàçëîæèìû. Â óòâåðæäåíèè âûøåóïîìÿíóòîé òåîðåìû [p(t)] îáîçíà÷àåò ñîïðîâîæäàþ-

ùóþ ìàòðèöó ïîëèíîìà p(t) , à îïðåäåëåíèå êâàçèöèêëè÷åñêèõ ìàòðèö äàíî â ïàðàãðàôå

12.5. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÒÊÌÐ äàåò êàê ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â

ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òàê è ïîäõîäÿùóþ (à èìåííî, êâà-

çèöèêëè÷åñêóþ) ôîðìó äëÿ ýòèõ íåðàçëîæèìûõ îïåðàòîðîâ.

Â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ÒÊÌÐ. Öåíòðàëüíàÿ èñïîëüçóåìàÿ èäåÿ,

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì , ÷òî â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íà L ðàññìàòðè-

âàþòñÿ òî÷êè Speck[t] (ò.e. ìíîæåñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ (p(t)) êîëüöà k[t]), óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ p(A)(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî x ∈ L . Ïðè ýòîì SpeckA îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íàä k. Î÷åâèäíî,

÷òî Speck[t] = k , åñëè k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, èëè, áîëåå îáùå, SpeckA ⊂ k ,

åñëè âñå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè mA(t) ëèíåéíû.

Â ïàðàãðàôå 12.2 ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå îáîçíà÷åíèÿ è íàïîìè-

íàåòñÿ òåîðåìà î ïðèìàðíîì ðàçëîæåíèè (ñì. [119], ãëàâà 6.8). Ïàðàãðàôû 12.3 � 12.5 ïî-

ñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó ÒÊÌÐ äëÿ ïðîñòûõ îïåðàòîðîâ (òåîðåìà 12.5.6 ïàðàãðàôà 12.5).

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå îáùàÿ ÒÊÌÐ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ýòèõ äâóõ òåîðåì.

Äëÿ ññûëîê íà èñïîëüçîâàííûå â ýòîé ãëàâå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ìû èñïîëüçóåì [119].
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12.2 Ðàçëîæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïðÿìóþ ñóììó

ïðèìàðíûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k , Endk L � k-àëãåáðà

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà L è k[t] � êîëüöî ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â k , ò.e ñâî-

áîäíàÿ k-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì t . Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ Endk L ñóùåñòâóåò

ñòàíäàðòíûé ãîìîìîðôèçì k-àëãåáð

σA : k[t]→ Endk L | f(t) 7→ f(A).

Îáðàç σA ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé â Endk L , ïîðîæäåííîé A (êîòîðóþ áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç k[A]), è ÿäðî σA åñòü èäåàë IA êîëüöà k[t] .

Ïðåäëîæåíèå 12.2.1. Åñëè dimk L <∞, òî IA 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì áàçèñ e = (e1, . . . , en) íà L è çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

áàçèñíîãî âåêòîðà ei ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî di òàêîå, ÷òî:

1) ñèñòåìà âåêòîðîâ ei,A(ei),A2(ei), . . . ,Adi−1(ei) ëèíåéíî íåçàâèñèìà,

2) ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé ïîëèíîì fi(t) ∈ k[t] ñòåïåíè deg fi = di òàêîé, ÷òî fi(A) = 0 .

Ïóñòü f(t) = f1(t) . . . fn(t) . Tîãäà f(t) 6= 0 è f(t) ∈ IA , òàê êàê

f(A)(x) = x1 f(A)

f1(A)
f1(A)(e1) + . . .+ xn

f(A)

fn(A)
fn(A)(en) = 0

äëÿ ëþáîãî x = x1e1 + . . .+ xnen ∈ L . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê k[t] � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàðíûé ïîëè-

íîì mA(t) , ïîðîæäàþùèé IA , íàçâàííûé ìèíèìàëüíûì ïîëèíîìîì îïåðàòîðà A . Òàêèì

îáðàçîì, èìååì èçîìîðôèçì k-àëãåáð k[A] ∼= k[t]/(mA(t)) .

Ïîëèíîìû f(t) ∈ k[t] äåéñòâóþò íà âåêòîðàõ x ∈ L ñëåäóþùèì îáðàçîì f(t)x =

f(A)(x) . Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ k[t] ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ìàêñèìàëü-

íûõ èäåàëîâ k[t] è áèåêòèâíî ìíîæåñòâó âñåõ óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïîëèíîìîâ k[t] .

Ýòè ìíîæåñòâà îáðàçóþò Speck[t] .
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Îïðåäåëåíèå 12.2.1. Åñëè p(t) ∈ Speck[t] , x ∈ L∗ = L−{0} è p(A)(x) = 0 , òî x íàçûâà-

åòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì A , à p(t) , ñîîòâåòñòâóþùèì x � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A . Ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé A îáðàçóåò ñïåêòð

Spec(A) îïåðàòîðà A .

Ïðåäëîæåíèå 12.2.2. Spec(A) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ äåëè-

òåëåé mA(t). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè

mA(t) = pµ1

1 (t) . . . pµl

l (t)

åñòü (óíèòàðíîå) íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå mA(t) íàä k, òî

Spec(A) = {p1(t), . . . , pl(t)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà, äëÿ ëþáîãî x ∈ L

mA(A)(x) = (p1(A)µ1 . . . pl(A)µl)(x) = 0,

è äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , l ñóùåñòâóåò xi ∈ L òàêîå, ÷òî

yi = (p1(A)µ1 . . . pl(A)µl/pi(A)µi)(xi) 6= 0.

Òîãäà pi(A)µi(yi) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò si ∈ {1, . . . , µi} , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ

zi = pi(A)si−1(yi) 6= 0, pi(A)si(zi) = 0.

Ïîýòîìó pi(t) ∈ Spec(A) .

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíèòàðíûé ïîëèíîì p(t) , íåïðèâîäèìûé íàä k , ïðèíàä-

ëåæèò Spec(A) . Åñëè p(t) 6= pi(t) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l , òî p(t) âçàèìíî ïðîñòîé ê mA(t) .

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ïîëèíîìû u(t), v(t) ∈ k[t] òàêèå, ÷òî

u(t)p(t) + v(t)mA(t) = 1.

Â ÷àñòíîñòè,

u(A)p(A) + v(A)mA(A) = idL.
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Èç p(t) ∈ Spec(A) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå x ∈ L , äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî

p(A)(x) = 0 . Òîãäà

x = idL(x) = u(A)p(A)(x) + v(A)mA(A)(x) = u(A)(0) + v(A)(0) = 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèå 12.2.2. Ïóñòü p(t) ∈ Speck[t] . Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íà L íàçûâàåòñÿ

p(t)-ïðèìàðíûì, åñëè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:

(i) mA(t) = p(t)µ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà µ ,

(ii) SpecA = {p(t)} ,

(iii) p(A)µ(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà µ è äëÿ âñåõ x ∈ L .

Åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî µ , äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî

mA(t) = p(t)µ , íàçûâàåòñÿ âûñîòîé p(t)-ïðèìàðíîãî îïåðàòîðà A .

Òåîðåìà 12.2.3 (Òåîðåìà î ïðèìàðíîì ðàçëîæåíèè ([119], Ãëàâà 6.8)). Ïóñòü A ∈ Endk L

è

mA(t) = pµ1

1 (t) . . . pµl

l (t)

� (óíèòàðíîå) íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå mA(t) íàä k, Lk = ker pk(A)µk � ÿäðî pk(A)µk è

Ak = A|Lk
� ñóæåíèå A íà Lk (k = 1, . . . , l).

Òîãäà êàæäûé îïåðàòîð Ak ÿâëÿåòñÿ pk(t)-ïðèìàðíûì îïåðàòîðîì è

A = A1 ⊕ . . .⊕Al.

Îáðàòíî, åñëè â ýòîì ïðÿìîì ðàçëîæåíèè êàæäîå ñëàãàåìîå Ak ÿâëÿåòñÿ pk(t)-ïðèìàðíûì

îïåðàòîðîì âûñîòû µk (k = 1, . . . , l), òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

mA(t) = pµ1

1 (t) . . . pµl

l (t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A ∈ Endk L ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.
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Îïðåäåëåíèå 12.2.3. k-ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì íàä ïîëåì k ,

åñëè íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü A â âèäå ïðÿìîé ñóììû íåíóëåâûõ k-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñëàãàåìûå Ak â ïðèìàðíîì ðàçëîæåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íå

ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè. Â ïîñëåäóþùèõ òðåõ ïàðàãðàôàõ ìû äîêàæåì, ÷òî êàæäûé

ïðèìàðíûé îïåðàòîð Ak ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ îïåðàòîðîâ.

12.3 Ôèëüòðàöèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðèìàð-

íûì îïåðàòîðîì

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ∈ Endk L � p(t)-ïðèìàðíûé îïåðàòîð âûñîòû µ , ãäå p(t) � (óíè-

òàðíûé) íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì íàä k , ò.å. mA(t) = p(t)µ . Çàìåòèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò,

÷òî

p(A)µ(L) = 0 íî p(A)µ−1(L) 6= 0.

Ïîëîæèì Li = ker p(A)i è ðàññìîòðèì öåïî÷êó íåâîçðàñòàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ

L = Lµ ⊃ Lµ−1 ⊃ . . . ⊃ L1 ⊃ L0 = {0}. (12.3.1)

Ýòî ïðèâîäèò ê öåïî÷êå k-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

L = Lµ → Lµ−1 → . . .→ L1 → L0 = {0}, (12.3.2)

ãäå x ∈ Li îòîáðàæàåòñÿ â p(A)(x) ∈ Li−1 , è ê èíäóöèðîâàííîé öåïî÷êå

Lµ/Lµ−1 → Lµ−1/Lµ−2 → . . .→ L1/L0 = L1, (12.3.3)

ãäå x + Li ∈ Li+1/Li îòîáðàæàåòñÿ â p(A)(x) + Li−1 ∈ Li/Li−1 . Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå

îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó

x+ Li = y + Li ⇒ x− y ∈ Li ⇒ p(A)(x)− p(A)(y) = p(A)(x− y) ∈ Li−1

⇒ p(A)(x) + Li−1 = p(A)(y) + Li−1.
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Äàëåå, ìîæíî ðàññìîòðåòü êàæäîå k-ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Li/Li−1 êàê ïðîñòðàíñòâî

íàä ïîëåì K = k[t]/(p(t)) , åñëè ïðîèçâåäåíèå f(t) + (p(t)) ∈ K è x + Li−1 ∈ Li/Li−1

îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

(f(t) + (p(t)))(x+ Li−1) = f(A)(x) + Li−1.

Ýòà îïåðàöèÿ òàêæå êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òàê êàê åñëè

f(t) + (p(t)) = g(t) + (p(t)), x+ Li−1 = y + Li−1, (12.3.4)

òî

f(A)(x) + Li−1 = g(A)(y) + Li−1.

Äåéñòâèòåëüíî, (12.3.4) îçíà÷àåò, ÷òî

f(t) = g(t) + h(t)p(t), h(t) ∈ k[t], x = y + z, z ∈ Li−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(A)(x) + Li−1 = (g(A) + h(A)p(A))(y + z) + Li−1

= g(A)(y) + (g(A)(z) + h(A)p(A))(y + z)) + Li−1

= g(A)(y) + Li−1,

â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (g(A)(z) + h(A)p(A))(y + z)) ∈ Li−1 .

Êàæäîå îòîáðàæåíèå öåïî÷êè (12.3.3) íå òîëüêî k-ëèíåéíîå, íî òàêæå K -ëèíåéíîå.

Äåéñòâèòåëüíî,

p(A)((f(t) + (p(t)))(x+ Li) = (f(t) + (p(t)))p(A)(x+ Li)

äëÿ âñåõ f(t) + (p(t)) ∈ K , òàê êàê ëåâàÿ ñòîðîíà ðàâíà p(A)(f(A)(x)) + Li−1 , ïðàâàÿ

ñòîðîíà ðàâíà f(A)(p(A)(x)) + Li−1 , è îïåðàòîðû f(A) è p(A) êîììóòèðóþò.

Ëåììà 12.3.1. Âñå ñòðåëêè â öåïî÷êå (12.3.3) ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿ-

ìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

p(A)(x+ ker p(A)i) = p(A)(x) + ker p(A)i−1 = 0,

òî p(A)(x) ∈ ker p(A)i−1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

p(A)i−1(p(A)(x)) = p(A)i(x) = 0,

è ïîýòîìó x ∈ ker p(A)i , ò.e. x+ ker p(A)i = 0 .

Ñëåäñòâèå 12.3.2. Âñå ñòðåëêè â öåïî÷êå (12.3.3) îòîáðàæàþò ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (ýëåìåíòîâ) â ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 12.3.1 è ñëåäñòâèÿ 12.3.2 âåðíû äëÿ ëèíåéíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ êàê íàä ïîëåì k , òàê è íàä K .

Ñëåäñòâèå 12.3.3. Èìååì ni+1 = dimK Li+1/Li ≤ dimK Li/Li−1 = ni .

12.4 Ïoñòðîåíèå ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêîãî áàçèñà

ïðèìàðíîãî îïåðàòîðà

Äëÿ ëþáîãî e ∈ L è L0 < L ïîëîæèì e = e + L0 ∈ L/L0 è âûáåðåì áàçèñ â öåïî÷êå

ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâ (12.3.3) íàä K ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ eµ1, . . . , eµnµ â Lµ/Lµ−1 .

2) Â êàæäîì Li/Li−1 (i = µ − 1, . . . , 1) , ê K -íåçàâèñèìûì âåêòîðàì, ÿâëÿþùèìñÿ îá-

ðàçàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ Li+1/Li îòíîñèòåëüíî K -ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ p(A) ,

äîáàâèì âåêòîðû ei1, . . . , ei(ni−ni+1) òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó, êîòîðàÿ áóäåò áà-

çèñîì K -ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Li/Li−1 .

Ïîëîæèì d = deg p(t) , ni = dimLi/Li−1 (µ ≥ i ≥ 1) è nµ+1 = 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç eij

ñèñòåìó âåêòîðîâ (ýëåìåíòîâ)

eij,A(eij), . . . ,Ad−1(eij); p(A)(eij),Ap(A)(eij), . . . ,Ad−1p(A)(eij); . . . ;



12.4. Ïoñòðîåíèå ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêîãî áàçèñà 251

p(A)i−1(eij),Ap(A)i−1(eij), . . . ,Ad−1p(A)i−1(eij),

à ÷åðåç e ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ âåêòîðîâ ñèñòåì eij , ãäå i = µ, . . . , 1 è j = 1, . . . , ni−

ni+1 .

Ëåììà 12.4.1. Ñèñòåìà e ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä ïîëåì k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

∑
i,j,r,s

aijrsAr p(A)s(eij) = 0, aijrs ∈ k.

Ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

∑
i,j,s

fijs (A) p(A)s(eij) = 0,

ãäå

fijs(t) = aij0s + aij1st+ . . .+ aij(d1)st
d−1,

èëè ýêâèâàëåíòíî ∑
i,j,s

fijs (t) p(t)s eij = 0. (12.4.1)

Äëÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà Lµ/Lµ−1 íàä K , èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

nµ∑
j=1

fµj0 (t) eµj = 0.

Òàê êàê eµ1, . . . , eµnµ � áàçèñ Lµ/Lµ−1 , ïîëó÷èì

fµj0(t) = fµj0(t) + (p(t)) = 0, ∀ j = 1, . . . , nµ.

Îòñþäà fµj0 = 0 â ñèëó deg fµj0(t) < d = deg p(t) , è ñëåäîâàòåëüíî, aµjr0 = 0 äëÿ âñåõ j è

r .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ aµjr0 â (12.3.3) äëÿ Lµ−1/Lµ−2 , ïîëó÷èì

nµ∑
j=1

fµj1(t)p(t)eµj +

nµ−1∑
j=1

f(µ−1)j0(t)e(µ−1)j = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà

p(t)eµ1, . . . , p(t)eµnµ , e(µ−1)1, . . . , e(µ−1)nµ−1
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îáðàçîâûâàåò áàçèñ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà Lµ−1/Lµ−2 , ïðè÷åì ñòåïåíè ïîëèíîìîâ fµj1(t) (j =

1, . . . , nµ) è f(µ−1)j0(t) (j = 1, . . . , nµ−1) ìåíüøå, ÷åì d . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ýòè ïî-

ëèíîìû îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, aµjr1 = 0 è a(µ−1)jr0 = 0 äëÿ âñåõ j è r .

Ïðîäîëæàÿ òåì æå îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî âñå aijrs = 0 , îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåð-

æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 12.4.2. Ñèñòåìà e ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì k-ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî

1∑
i=µ

d · i · (ni − ni+1) =
1∑
i=µ

d · ni

âåêòîðîâ ñèñòåìû e ñîâïàäàåò ñ

dimk L =
1∑
i=µ

dimk Li/Li−1 =
1∑
i=µ

dimK Li/Li−1 · dimk K =
1∑
i=µ

d · ni,

ïîñêîëüêó dimk K = deg p(t) = d ââèäó K = k[t]/(p(t)) .

Îïðåäåëåíèå 12.4.1. Äàëåå áóäåì íàçûâàòü áàçèñ eij p(t)-ïðèìàðíîãî îïåðàòîðà Aij

[p(t)]-êâàçèöèêëè÷åñêèì, à áàçèñ e � [p(t)]-ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêèì áàçèñîì p(t)-ïðèìàðíîãî

îïåðàòîðà A .

12.5 Ðàçëîæåíèå ïðèìàðíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü p(t) = p0 + p1t+ . . .+ pd−1t
d−1 è

[p(t)] =



0 1 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 1

−p0 −p1 . . . −pd−2 −pd−1


� ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà p(t) .
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Îïðåäåëåíèå 12.5.1. [p(t)]-êâàçèöèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà (îòíîñèòåëüíîé) ñòåïåíè i � ýòî

ìàòðèöà âèäà

P = P ([p(t)], i) =



[p(t)] F . . . 0 0

0 [p(t)] . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . [p(t)] F

0 0 . . . 0 [p(t)]


,

ãäå ÷èñëî áëîêîâ [p(t)] íà äèàãîíàëè ðàâíî i , à F � áëîê ñ 1 â ëåâîì íèæíåì óãëó è 0 â

îñòàëüíûõ ìåñòàõ.

Ïðåäëîæåíèå 12.5.1. Äëÿ ëþáîãî i = µ, . . . , 1 è j = 1, . . . , ni − ni+1 ïîäïðîñòðàí-

ñòâî Lij , íàòÿíóòîå íà âåêòîðû ñèñòåìû eij , ÿâëÿåòñÿ A-èíâàðèàíòíûì è îãðàíè÷å-

íèå Aij îïåðàòîðà A íà Lij çàäàåòñÿ â êâàçèöèêëè÷åñêîì áàçèñå eij ïîñðåäñòâîì [p(t)]-

êâàçèöèêëè÷åñêîé ìàòðèöû Pij (îòíîñèòåëüíîé) ñòåïåíè i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âèäà êâàçèöèêëè÷åñêîãî áàçèñà eij .

Ïðåäëîæåíèå 12.5.2. Äëÿ ëþáîãî p(t)-ïðèìàðíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A âûñîòû µ

ñóùåñòâóåò áàçèñ e òàêîé, ÷òî ìàòðèöà Ae îïåðàòîðà A â e ÿâëÿåòñÿ [p(t)]-ïîëèêâà-

çèöèêëè÷åñêîé. Áîëåå òî÷íî, ýòî � ïðÿìàÿ ñóììà [p(t)]-êâàçèöèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Pij ,

ãäå i = µ, . . . , 1 è j = 1, . . . , ni − ni+1 äëÿ êàæäîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âèäà ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêîãî

áàçèñà e .

Çàìåòèì, ÷òî [p(t)]-ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêàÿ ôîðìà p(t)-ïðèìàðíîãî îïåðàòîðà A îïðå-

äåëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ïåðåñòàâëÿÿ áàçèñíûå âåêòîðû, ìîæíî èç-

ìåíèòü ïîðÿäîê [p(t)]-êâàçèöèêëè÷åñêèõ áëîêîâ íà äèàãîíàëè, ïðè ýòîì A-èíâàðèàíòíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà Lij íå ìåíÿþòñÿ. Ìîãóò ìåíÿòüñÿ è ñàìè ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà, åñëè âçÿòü

äðóãèå áàçèñíûå âåêòîðû eij . Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î åäèí-

ñòâåííîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 12.5.3. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé [p(t)]-ïðèìàðíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

íà L/k âûñîòû µ, ni = dim Li/Li−1 (ñì. (12.3.3)) è P = ⊕i,j Pij � ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêàÿ

ìàòðèöà A â íåêîòîðîì áàçèñå e. Çäåñü i � ÷èñëî áëîêîâ [p(t)] íà äèàãîíàëè êâàçèöèê-

ëè÷åñêîé ìàòðèöû Pij , à j íóìåðóåò òàêèå ìàòðèöû.

Ïðè ýòîì max i = µ, è j = 1, . . . , ni − ni+1 äëÿ ëþáîãî i = µ, . . . , 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì mP (t) = mA(t) = (p(t))µ , îòêóäà max i = µ . Áàçèñ e ñîñòîèò

èç âåêòîðîâ ñèñòåìû eij , ãäå äëÿ ëþáîãî i = µ, . . . , 1 èíäåêñ j èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî mi .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ei1, . . . , eimi
ïðèíàäëåæàò Li/Li−1 , íî íå p(A)(Li+1/Li) . Áîëåå

òîãî, îíè îïðåäåëÿþò áàçèñ (Li/Li−1)/(p(A)(Li+1/Li)) íàä K . Ïîýòîìó,

mi = dimK(Li/Li−1)/(p(A)(Li+1/Li))

= dimK(Li/Li−1)− dimK(Li+1/Li) = ni − ni+1,

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 12.5.4. Ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêàÿ ôîðìà P = ⊕i,j Pij [p(t)]-ïðèìàðíîãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà A åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà êâà-

çèöèêëè÷åñêèõ áëîêîâ íà äèàãîíàëè. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûñîòà µ è ðàçìåðíîñòè ni =

dimK Li/Li−1 îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ äëÿ A.

Ñëåäñòâèå 12.5.5. [p(t)]-ïðèìàðíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò îäíî ñëàãàåìîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàçèöèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò íåðàçëîæèìûé îïåðàòîð A â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 12.5.4. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.

Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.5.6 (Òåîðåìà î êâàçèöèêëè÷åñêîì ìàêñèìàëüíîì ðàçëîæåíèè äëÿ ïðèìàðíûõ

îïåðàòîðîâ). Äëÿ ëþáîãî [p(t)]-ïðèìàðíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà êîíå÷íîìåðíîì ëè-

íåéíîì ïðîñòðàíñòâå L/k, ñóùåñòâóåò ïîëèêâàçèöèêëè÷åñêàÿ ôîðìà

P = ⊕i,j Pij,
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êîòîðàÿ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà êâàçèöèêëè÷åñêèõ ìàòðèö Pij íà äèàãîíà-

ëè. Çäåñü i = µ, . . . , 1, ãäå µ � âûñîòà [p(t)]-ïðèìàðíîãî îïåðàòîðà A, j = 1, . . . , ni−ni+1 ,

ãäå ni = dim Li/Li−1 è Li = ker p(A)i .

Òàêèì îáðàçîì, (p(t), µ, nµ, . . . , n1) � ïîëíàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ äëÿ A.



Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îá èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòàõ ïî èçëîæåííûì â

äèññåðòàöèè òåìàì, íå ïîïàâøèõ â åå îñíîâíóþ ÷àñòü, à òàêæå î âîçìîæíûõ äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèÿõ ïî íàïðàâëåíèÿì, çàòðîíóòûì â äèññåðòàöèè.

Âî èçáåæàíèå ÷ðåçìåðíîãî ðàçáóõàíèÿ îáúåìà äèññåðòàöèè, èç îñíîâíûõ ÷àñòåé áûëè

èçúÿòû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1) Êàòåãîðíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà î÷åíü óäà÷íî âêëàäûâàåòñÿ â ½ïðîêðóñòîâî ëîæå“ òåîðèè

2-êàòåãîðèé è â íåé êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà ïîëó÷àåò íàèáîëåå àäåêâàòíîå ïî ñóòè

îïèñàíèå. Ýòè ðàáîòû àâòîðà ïîêà íå îïóáëèêîâàíû, íî ïðåäâàðèòåëüíî áûëè âêëþ÷åíû

â äèññåðòàöèþ â êà÷åñòâå ÷åòâåðòîé ãëàâû ïåðâîé ÷àñòè.

2) Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êàòåãîðíîé òåîðèè ãðóïï ìîãóò áûòü ìîíîìîðôèçìû, îñíîâà êî-

òîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì èñõîäíîé êàòåãîðèè. Ìîíîìîðôèçìû óêàçàííîãî òèïà,

íàçâàííûå íåíàñëåäñòâåííûìè, áûëè èññëåäîâàíû â äèññåðòàöèè Ã. Àñàòðÿíà ([56]). Ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû âíà÷àëå áûëè âêëþ÷åíû êàê çàêëþ÷èòåëüíûé ïàðàãðàô âòîðîãî

ïðèëîæåíèÿ.

3) Íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîÿò ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíîé ñ À. Ïåòðîñÿíîì ñòàòüè [14] î

ñëàéñ êëàññèôèêàöèè êàòåãîðèé êîàëãåáð äëÿ êîìîíàä, â êîòîðîé ïîëó÷åí îòâåò íà âî-

ïðîñ, ïîñòàâëåííûé Âåðîé Òðíêîâîé. Â ïðåäâàðèòåëüíîé âåðñèè äèññåðòàöèè ýòîé çàäà÷å

ïîñâÿùàëîñü òðåòüå ïðèëîæåíèå âòîðîé ÷àñòè.

4) Ïðåäâàðèòåëüíî êî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè áûëè ïðèëîæåíû ðåçóëüòàòû àâòîð-

ñêîé ñòàòüè [20] î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k ñóùåñòâóåò

äåâÿòü (ìîäåëåé) ýêâèâàëåíòíûõ êàòåãîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ êîíå÷íîëèñòíûõ
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íàêðûòèé, êîòîðûå àíòèýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèè êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé òðàíñöåíäåíòíîãî

ðàñøèðåíèÿ k(t) ïîëÿ k .

5) Íå âîøëè â òðåòüþ ÷àñòü äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâÿçåé æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìû ñ äðóãèìè êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè: ðàöèîíàëüíîé (èëè, èíà÷å ãîâîðÿ,

åñòåñòâåííîé), Æîðäàíà-Ïîñòíèêîâà è äð.

6) Â äèññåðòàöèþ íå âîøëè òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè [6],

[12], [13], [15], [16],[22], [24].

Ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿþòñÿ äàëüíåéøèå ðàáîòû ïî ñëåäóþùèì òåìàì, ñâÿçàííûì

ñ ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè.

1) Ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ òåîðèé Ãàëóà â ñâåòå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

êàòåãîðíîé òåîðèè Ãàëóà.

2) Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî ïðèëîæåíèÿ î åäèíñòâåííîñòè íåñîêðàòîìîãî ðàç-

ëîæåíèÿ îáúåêòà íà íåïðèâîäèìûå ñîñòàâëÿþùèå ê êîíêðåòíûì êàòåãîðèÿì.

3) Ðàçâèòèå êàòåãîðíîé òåîðèè ãðóïï (è áîëåå îáùî, êàòåãîðíîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì).

4) Ïðèëîæåíèå ìåòîäà áàøåí êðèâûõ è íàêðûòèé äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àëãåá-

ðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî êàñàåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ â ïîñëåäíèå

ãîäû òåîðèè ìíîãîîáðàçèé Ïðèìà-Òþðèíà è äðóãèõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

5) Ðàçâèòèå ìåòîäà áàøåí äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé.

6) Ïðèëîæåíèÿ îáîáùåííîé òåîðåìû Æîðäàíà ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì ëèíåéíîé àëãåá-

ðû (â òîì ÷èñëå, ïðèêëàäíîé) è, âîçìîæíî, ê îïèñàíèþ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ (â

÷àñòíîñòè, íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè).
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