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Пусть Р(£) = Р(£1> ••֊.£«) есть многочлен с действительными постоян­
ными коэффициентами. Получены достаточные условия, при которых 
оценка О'Р(£)\ < с(|Р(£)| + 1), < 6 ПР имеет место для всех мульти­
индексов и — 6 22% ИЛИ для некоторого фиксированного
мультииндекса. В двумерном случае эти условия также и необходимы.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Получение так называемых априорных оценок в обшей теории дифференпиаль 

ных сравнений требует оценок для производных характеристического многочле­

на исходных дифференциальных операторов Р(Р) или оценок для функции 

Хермандера Одной из задач является описание множества мультииндексов {т/},

для которых

Р*'/3Ю1<с-(|РК)|+1) для любого £ £ ПР,

г ле с > 0 - постоянная. Другая задача есть описание множества операторов Р(О),

для которых

ё(4) < е ■ (|/>(«)| + 1) для любого ( € НР,

1/2

где с > 0 - постоянная. Здесь Р(£) — ЕЮ'/’«)!’
а

- функции Хермандера,

от мечающая оператору Р(£)) =

В монографии Л. Хермандера [1] и в работе В. Михайлова [3] подобные вопросы

решены в терминах оценок мономов. С. М. Никольский [4] доказал существование

обобщенного решения первой краевой задачи для общего класса регулярных 

операторов, содержащих гипоэллиптические операторы. В [5] найдены условия
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гипоэллиптичности в терминах устойчивости многочленов. Для эллиптических и 

полуэллиптических операторов поставленные задачи были исследованы, напри­

мер, в [б] [8]. Подобные задачи для существенно не эллиптических операторов

рассмотрены в [2], [9], [10].

Начнем с некоторых стандартных обозначений. Пусть - п-мерное евклидово 

пространство, £ = (^։,(а,...,<п) € ПТ1, No - множество п-мерных мультииндек­

сов, т е. множество векторов о = (о։, с։?, с целыми неотрицательными 

компонентами. Для £ Е П<п и о € No положим = ({°1,

0° = И,3 где Я, = ] = 1,...,п. Пусть Р(£>)' = £о7вЯ°

- линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, где 

сумма распостраняется по конечному набору мультииндексов (/’) = (а;а 6 

А’о ,7с, /0},и пусть Р(() = 7а4® - характеристический многочлен (символ),

отвечающий оператору Р(Л). Будем считать, что коэффициенты {7о} вешест- 

венны и Р(£) 0 вне некоторого шара радиуса М = Л/(Р) > 0.

Определение 0.1. (см. [1]). Оператор Р(Л) (многочлен Р(£)) называется 
у £>*■ Р(<)

гипоэллиптическим, если для любого I/ 6 А'о и 47 г имеем ■ у ՛ ® г։Ри

К1 — ОО-

Определение 0.2. (см. [2]). Многочлен Р(() мошнсе многочлена Q«) (будем

писать Q < Р), если для некоторой постоянной с > 0 имеем

IQ(<)l<c-(|P(€)l + i) для любого £ € IR ‘.

Из Определений 0.1 и 0.2 следует, что для гипоэллиптических операторов Р(£>) 

и для любого и Е имеем Ои(Р) < Р. Следовательно, нижеформулируемые 

Задачи I и II представляют интерес лишь для не гипоэллиптических операторов.

Задача I. Для заданного оператора P(D) описать множество мультиинлексов 

l4'}, для которых Dv P < Р.

Задача II. Описать множество операторов для которых D' Р < /’ для 

всех и Е N£.
В этой статье мы решаем эти задачи в достаточно общих предположениях. 

Отметим, что для некоторых типичных случаев (например, для так называемо։ о 

Двуслойного случая), полученные условия являются необходимыми и достаточ- 

ными. Приведем еще несколько обозначений и определений.
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Определение 0.3. (см. [3], [5]) Для данного набора мультииндексов N = 

наименьший выпуклый многогранник 3?(К) в ։Rn, содержащий все 

мульгииндсксы ст* € N (ji = 1,...,А'), называется характеристическим много­

гранником (или многогранником Ньютона) К. Характеристический многогран 

ник 3?(Р) оператора P(D) (многочлена Р(£)) называется характеристическим 

многогранником набора (P)U {0}. '•

Определение 0.4. Многогранник 3? с вершинами из ЛГ£ называется полным, 

если 3? имеет вершину в начале координат и дополнительную вершину на каждой 

координатной оси.

Пусть 3? - полный многогранник. Множество Г С называется гранью 

многогранника 3?, если существует единичный вектор А = (Ах,...,Ап) и число 

= Л(А) > 0 такие, что (А, а) = А^х 4-...4֊ Апап = (1 для всех а € Г и (А, Д) < </, 

3 Е 3?/Г. Вектор А называется внешней нормалью (й нормалью) грани Г. 

Множество внешних нормалей грани Г обозначим через Л (Г). Грани размерности 

} многогранника 3? обозначим через 3?- (» = ] = 0, 1,...,п — 1).

Определение 0.5. Грань многогранника 3? называется главной, если среди 

3?-нормалсй этой грани существует нормаль, которая имеет хотя бы одну 

положительную координату. Если среди 3?-нормалей главной грани 3^ су­

ществует нормаль, которая имеет только неотрицательные (положительные) 

координаты то ։рань 3^ называется правильной (вполне правильной). Много­

гранник R называется правильным (вполне правильным), если 3? - полный и 

все (л — 1) мерные некоординатные (рани 3? правильны (вполне правильны). 

Пусть 3? = 3?(Р) - характеристический многогранник многочлена Р({), и пусть 

3^ (» = 1,А/;,} = 0, 1,.... п — 1) - правильные грани 3?. Каждой 3^ сопоставим 

под м ног оч лен

P'J(4) = Е
<»е»;

Определение 0.6. Для заданного А Е ПС многочлен /?(£) = Л(£1,...,£п)

называется А однородным (или о бшенпо-одпородным) Л порядка d, если для
любого ( > О

Е(։л {) = «(<*' •<>..... <л* {») = <''-Я(4). (0.1)

При А, _ А? — ... — Ап А однородный многочлен является обычным однородным 

многочленом порядка d Легко проверить (см., например, '3]), что полмногочлен
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/”’■'((). отвечающий грани 3^ характеристического многогранника 3?(Р) мно­

гочлена Я, является А-однородным для любого вектора А, являющегося Я- 

нормалью этой грани, т.е. существует число (1(Х) = (/, ДА) такое, что

^(0 = £ 7»Г- (0 2)
*(<»)=<*(*)

Определение 0.7. I раньЗ^ многогранника Э?(/э), от вечаюшая многочлену Р(£).

называется регулярной (или невырожденной), если ₽*•*(£) / 0 при ( Е Нг'՛0 =.

Е ПГ‘, П2—# 0). Если Р'^(г/°) = 0 для некоторой точки т?° Е Яп,°, то 

грань 3^ назовем нерегулярной (или вырожденной).

Пусть Я(£) - А-однородный многочлен. Положим

Е(Я) = {,;,£ Я՞» «(-,) = 0). (0.3)

Для точки г/ Е Е(Я) обозначим

£Г(г7, Я) = (и;!/ Е *оп, О'Я^) / 0}, (С.4)

Я) = △(т/, Я, А) = пнп (А,1/). (0.5)
. »'ео(п.Я)

Будем считать, что Д(т/, Я) = 0 при г) Е ЯП,О/Е(Я). Пусть 3?* - некоторая 

правильная грань характеристического многогранника ։Я(Р) для многочлена Р, и 

пусть Л* -множество 3? -нормалей этой грани. Очевидно, что для любого вектора 

А Е Л* существует натуральное число Л/ = А/(А) = Л/(А,3?*) и неотрицательные 

числа с/; = с/,(А,3?*) такие, что Р можно представить в виде суммы отличных 

от нуля А-однородных многочленов : 
лг м

р«) = £р-,(О = £ £ 7.Г. (о-б)
/=0 )=0(Л,а)е4,

где с/о > > ... > (/Л/ > 0. Очевидно также, что Р<*0(<) = Я'*«) для любого

вектора А Е Л*. Пусть правильная грань 3?* нерегулярна. Согласно (0.3) - (0.5). 

свяжем с обобщенно однородным многочленом Р‘ * (с гранью 3^) множества 

9(п» Р}) и числа Д(п,А,Р;) (? = 0,1,..., Л/, А Е Л?). Для произвольного 

мультииндекса р Е Ло* множества Е(А,Р*'Р;), 3(г/, Р}) и числа Д(»?, О'Р.)

определяются аналогично, если воспользоваться представлением многочлена 

О^Рп виде
Л/ Л/

р-р«) = £т«..Г = £ о'Л(<) = £ о'Р^,(4)- (о՝)
а >=0 >=0

Статья имеет след\юшую структуру : §1 содержит вспомогательные результаты, 

5^ посвящен Задаче II л-1я двуслойного случая, §3 посвящен Задаче I.
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§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1.1. Допустим, что для некоторого многочлена Р, О* Р < Р 

для всех р 6 Тогда многогранник Ньютона 3? = Э?(Р) является 

правильным (см. определение 0.5).

Доказательство : Положим (Р*Р) = {о;а Е No и пусть 5?(Р*՜Р)

- характеристический многогранник множества О" Р. Предположим обратное, 

т е. что Й(Р) неправильный. Это равносильно тому, что для некоторого муль­

тииндекса р € No՝ Следовательно, существует вершина

е многогранника 3?(£)МР), которая не принадлежит Э?(Р). Пусть г/ Е Шп - 

произвольная точка такая, что т)е О, и пусть А - некоторая Э?(ОД Р)-нормаль 

вершины е. При £ —• оо для последовательности = $Аг/ = (лА‘ т)\,..., «А"^п) 

(я = 1,2,...) имеем

• |ч'| + <№, |Р(Г)| = ф™).

где Л(А) > 0, 7е.р Л* # 0- Отсюда следует

|О'Р(Г)1
1 + |Р(е)1

—• ОС при 3 —» ОО

что противоречит О" Р < Р. Лемма 1.1 доказана.

Пусть - правильные грани правильного характеристического многогранника 

3? = Й(Р) многочлена Р(<). Пусть Р՛7«) многочлены, отвечающие граням 3^ 

(« = 1, .., М;,5 = 1,.... л - 1). По данному вектору р Е Л* представим многочлен

Р(£; в виде (0.6).

Лемма 1.2. Пусть |Р(£)| —♦ ос при £ —• ос. Тогда : 

а) Либо для всех Р'՝}(£) > 0, либо Р‘1?(£) < 0, для всех £ Е П1п и

» = 1.................= 0,1,...,п — I.

б) Пусть Р‘1-,(^) > 0 для всех £ Е П1П, и пусть пара (/, к) фиксирована

(1 < I < М;,0 < к < п - 1). р Е А}, т) Е Р</дм)(^) = 0 (; = 0,1..... гл - 1),

# 0. гл« 0 < п» < М(р), ^т(м) > 0. Тогда Р</Ж(я)(»?) > 0.

Доказательство : Пусть точки т)°, г/1 Е П1п и пары индексов («о»7о)» (։1»л)

(1 < |0 < Л/1в,1 < ч < Л/,,,0 < >0|Ь < « - 1) такие, что Р“»>о(г/0) > 0 и 

Р’ьЬ^») < 0 для д‘ Е Л';, Г к = (* = 0, 1;я= 1,2,...). Так как Р1“^«) -

р* однородные многочлены, то из простых геометрических соображений следует

Р(С ‘) = Р1* •»‘(п1) • 4֊ о^“*)) для к = 0, 1 при < — оо.
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Это значит, что Р«*'°) — +оо и Р«*'1) —՛ -оо при я — ос. Следовательно,

существует последовательность {С'2} такая, что |С'2| —* ос при s —• оо и

р({*՝2) = 0 для всех я = 1,2.....  Это |ц тиворечит предположению Леммы и

доказывает утверждение а). Для доказательства утверждения б) заметим, что 

для некоторой точки г](> € Шп, Р''*(т/0) > 0, и достаточно изучать поведение 

многочлена Р(£) на последовательностях £։՛1 = £цг) (» = 1,2,...), где р € А* 

произвольный вехтор. Лемма 12 доказана.

Лемма 1.3. Пусть a,b,c, d, е - положительные числа такие» что а < с,

Тогда для рсех х > 1, у Е [0,1]

х У
у* 4֊ х

Доказательство : Достаточно доказать (1.2) для а, Ь, с, d, е таких, что а < с. 

Ь < (1 и d(a - е) = Ь(с — е). Поделив числитель и знаменатель в (1.2) на хе и 

заменив х^е~е1 на х и ул на у соответственно, получим

< ху 4֊ 1. (13)

Последнее неравенство можно легко проверить, если рассмотреть случаи х у < 1

и ху > 1.

Лемма 1.4 Пусть 9?* некоторая правильная грань характеристическо­

го многогранника 3?(Р) многочлена Р. Допустим, что /7‘ /’ < I для всех 

Я € -Ч?, А 6 Л‘, d) = <1/А) = 4(А,Й*) (; = 0.1..... Л/), Ро = у Е £(А.Р0).

Тогда

d0(A) - _\(q, А, Ро) < d\. (1.4)

Доказатсл ьс.тпо : Допустим противное, т.с.

J0(A)-Д(г?,А,Р0) > </|. (15)

Выберем мультиинлекс 0 такой, что 1)^Ро(п) (А, ^) — Д(п.^’А) н 

Подставим С = sA • г) (s - 1,2,.. ). Так как многочлены Р, - Рч, и <’> Р, 

р = О, I,..., А/) являются А однородными, то Ро(^) = 0 и Р՝ РЛч) / °- и ПРИ 
It — эс из (0.6) и (0.7) имеем |Р(С)1 = Р^С7?0)! +

|/AJP(C)I = /°‘<А,/,)1^Ро(г01 4֊ о(5</°՜ А
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Эти соотношения вместе с (1.5) показывают, что |ОаР(£*)| / [ 1 4- |Р(С)Р —> оо 

при £ —♦ оо, что противоречит 1)аР < Р. Лемма 1.4 доказана.

В доказательстве следующей теоремы мы пользуемся методом, использованным 
в [2], [10]. ' ' « М<|

Теорема 1.1. Если |Р(()| —• оо при ( -* х, и О}Р < Р (] = 1,2,...), то 

О*՜ Р < Р для всех I/ Е

Вам понадобятся две леммы.

Лемма 1.5. Если |Р(£)| —* оо при £ —♦ оо и Di Р < Р, то Р < Р, j‘ = 1,2,....

Доказательство : Предположим обратное, т.е. что существует последова гель-

ность {£'} такая, что |С| —» оо при s — эо и

i + |p(e)i
(16)

где тп = ordP. Тогда существует число I (2 < I < тп) такое, что

р;р«')| >о. Djp«') = о (id;p«')|) (» = 1,2....). (1.7)

Пусть I наибольшее число, удовлетворяющее (1.7). Имеем

<<|£>! Р(С)|. (18)

где, начиная с некоторого ։՛, с', 6 (0, 1) для ։ > ։' и с] 0 при а —• ос Согласно 

(1.6) и (1.8) при я —• оо имеем

|о',Р«‘)|/(1 + |/’(Г)1]-°с.

Следовательно, начиная с некоторого s'1

|Р(«')1<<|О',Р(С)| (» = »".»"+!,...) (19)

ие;--о.<|п'р(е)| — оо при 5 — оо. Согласно (1.8) и (1.9), для всех 5 > s" 

имеем

Е <е.|о^(Г)|, (1.10)
j=։ J

где е, — тах{б^,е''} и е б (0, I) (я > до) для некоторого «о > та.х{«',л"}, и

— 0 при я — ос. Пусть т/' = С + (£,0,...,0), 0 < 1 < 1 (я = 1,2,...) По формуле
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Тейлора и (1.7), (1.10), для некоторой постоянной с > 1 и для в = яо,*о + 1,— 

имеем

/-1 m

1 + |Р(ч‘)1 < 1 + Е р«‘)1 + »' Е IW)I = ։ + (£. + с«')|о;р«‘)|. 
j=o j=l

Так как £1|Р*1Р((,)| —♦ оо при < —» оо, для достаточно больших л (в > в0) имеем

1 + |р(п')1 < (2t. + ei')|D'1P«')l. (1.11)

1°1р(1')1> 77^ID!P(r)l֊Ll*W‘)l֊։՛ £ |DjP«')l> 

' j=l j=l+l

|O'P(<,)|- (112)
► V I «

Подставляя t = t, в (1.11) и (1.12), из ct’, = e, для всех $ > s0 получим

I1՜1
ip. p(i-)i ֊ ֊ 1 .-■/■ _ I
1 + |Р(п')1՜ 2е.+ с'1 €>-՛/'(/- 1)! ' 3՛

Так как / > 2, то при s —♦ ос получаем |£>j P(rf )|/[1 + |Р(9*)1] °с- чго

противоречит условиям Леммы. Лемма 1.5 доказана.

Лемма 1.6. Пусть |Р(£)| —• оо при '£| —* оо и D} Р < Р. Для любого 

многочлена Q(£) такого, что Q < Р имеем

D\Q< Р (j = 1,2,..., пц = ordQ).

Доказательство : Предположим обратное, т.с. что су шествует последователь­

ность {(’} такая, что |^5| —• ос при .$ —♦ ос и

i + |p(e)i

Е 1^0(01
J=1

(113)

Рассуждая как и и доказательстве (1-12). получаем

1<?('Г)1 > 7>;w)i (1.14)

Для некоторых чисел {о«}, улонлегноряющих аг —» 0 и о,|1)I ■* эс ,։РИ 

л —♦ оо. Согласно Лемме 1.5, в силу О\Р < Р и (1.13), для всех « — 1.2,.-

подучим
i + IW)l< ։ + №!< ^Р!<?(Г)1, (1-15)
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где 6,1 —* 0 при « — ос. Тогда согласно (1.14) и (1.15), для всех достаточно

лыиих имеем

1<?(>П1 > 1
1 + |Р(^)1 -

(1.16)

где £, = пзах{а,,6]}. Пусть 4, 6 (0,1) такая, что = ^/Ё?- Так как £, — 0 при 
1 1.я — ос и для достаточно больших «, то имеем — — с1, > —. Следовательно, из

(1.16) имеем

1<?(п‘)1 . _. . 1 1
1 + |Р(’;‘)|- 2'!^

при 3 — ОО.

Это противоречит предположениям. Лемма 1.6 доказана.

Доказательство Теоремы 1.1 : Пусть < Р (։ = 1,...,л) и (^(0 = РзР(£).

Имеем (} < Р, и согласно Лемме 1.6 < Р. Остальная часть 

доказательства очевидна. Теорема 1.1 доказана.

§2. МНОГОЧЛЕНЫ С ОДНОСЛОЙНЫМ ВЫРОЖДЕНИЕМ

И С ИЗОЛИРОВАННЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ. ЗАДАЧА II

На класс изучаемых многочленов мы будем накладывать дополнительные огра­

ничения, некоторые по существу, а часть из них технические.

Условие I. Предположим, что изучаемые многочлены могут иметь только 

однослойные вырождения, т.е. если многочлен Р представлен в виде (0.6) по 

некоторому вектору А и Р^0(г?) = 0 для т) € /?п 0, то Ра,(^) / 0, или что то же 

самое 52(Р^Г1) П $2(Ра,) = 0. Главную роль играют слои (А, о) = <1а и (А, о) = (Ц.

Условие II. Если 1? = 3?(Р) - правильный многогранник Ньютона многочлена 

Р то либо все главные грани многогранника 3? регулярны, либо нерегулярна 

единственная вполне правильная грань размерности п— 1.

Общий случай (более чем одна вполне правильная нерегулярная грань и грань 

размерности к < л — 1) могут быль получены сопоставлением методов доказа­

тельства нижеприводимой Теоремы 2.1 и Леммы 1.1 работы [9]. Рассмотрение 

вполне правильных нерегулярных граней правильного многогранника 3?(Р) мо­

тивируется следующим утверждением.

Лемма 2.1. Пусть л = 2. и пусть 3? = 3?(Р) - правильный характеристи­

ческий многогранник многочлена Р. Допустим, что О* Р < Р для всех 

V € Лго» Тогда каждая главная нерегулярная грань многогранника 'R

вполне правильная.
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Доказательство : Допустим обратное, т.е. что одномерная правильная грань 

| характеристического многогранника 3? нерегулярна и внешная нормаль А 

этой грани имеет нулевую координату. I ак как все главные грани полного 

многогранника являются правильными, то координаты вектора А неотрицатель­

ны. Пусть А = (1,0). Очевидно, что под многочлен, отвечающий грани, Г имеет 

вид

Ро(£) = ао^'7Ъ(6).

где а2 / 0 и Ро - многочлен от <3. Пусть Ро(^) = 0 для некоторой точки т) € Я2՛0 
Е—И— *

и т = оНЛ). Покажем, что 2^Я0(»у) = 0 (; = 0,1,...,т- 1) и следовательно, 

многочлен Ро представляется в виде Рс«2) = 6о «2 - И?)”*. где 60 # 0. Если 

предположить обратное, т.е. 1?2° Рс(т]7) / 0 для некоторого >о (1 < >э < т - 1), 

то рассматривая последовательность £* = (агу1։гу2) (я = 1,2,...) для многочленов 

Р и Р (а = 1,2,..,) (см. (0.6)), будем иметь

= /•Г’М = 0; 1^,(Г)| < С, ։<; = 1,|^’Р{С)| > с»,+,«■<•

для некоторых постоянных с} > 0 (у = 1,..., Л/), см+\ > 0 (так как ог<1(1Р; =

<</»0=0..... Л/)), и

О',’/’«')
при £ —• ОС.

Это противоречит предположению леммы. Теперь повторяя приведенные рас­

суждения, с заменой тп на ]о, получим доказательство Леммы 2.1.

Определение 2.1. Обобщенно однородный многочлен Я(£) называется многоч­

леном с изолированными характеристиками, если для каждой точки г/ £ £(/?) 

существуют окрестность и(гу), гладкие обобщенно-однородные функции д({) = 

?(Сп)» г(() = г(^,ту) и натуральное число 4* = к (ту) таие, что

ад = шгг(а ^еи(г/) (2.1)

И при этом £гас1(/(г?, гу) # 0, г(г/, гу) / 0.

Замечание 2.1 Пусть /?({) А- однородный многочлен вила (2 1), А։ > А2 > 

• - > Ап > 0 и Опд(г], г?) / 0.

дифференциальные операторы с изолированными харак геристиками главных 

символов изучены, например, н работах [б] и [11]. Доказано, что для п = 2 
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каждый обобщенно-однородный многочлен имеет лишь изолированные характе­

ристики. Пусть Г = 3?Р՜1, 1 < / < Л/п- ։ ~ вполне правильная нерегулярная грань 

характеристического многогранника 3?(Р) многочлена /?«), а Ро(<) =

- отвечающий ей подмногочлен, и пусть р - 3?-нормаль этой грани, которая 

определяется однозначно.

Условие III. Подмногочлен есть многочлен с изолированными характерис­

тиками.

Пусть Р - многочлен, допускающий представление в виде д-однородных много­

членов (см. (0.6)) 
м м

₽«)=£>,«)=£ Е *>«". (22)

д=о >=0(^,а)=^

где Ло > <Л > ... > Л" > 0, Р,(<) = /\(О 0 = 0,1..... М), Ро(() = Р'"՜1«).

Следующая теорема является основным результатом этой статьи и дает решение 

Задачи II в вышеописанном классе многочленов.

Теорема 2.1. Пусть |А*(£) —• ос, и пусть 5? = ^(Р) - правильный 

многогранник Ньютона многочлена Р.

а) Если все правильные грани 1? регулярны, то Р < Р для всех 

* е лг0".

б) Пусть Г = I?"՜1 единственная нерегулярная вполне правильная 

грань характеристического многогранника Э?(Р), и пусть р есть 5? 

нормаль этой грани. Допустим, что подмногочлен Ро имеет лишь 

изолированные характеристики и Е(Ро) П Е(Р|) = 0. Необходимое и 

достаточное условие для £)*' Р < Р при всех и € Л'* есть

^ ֊△(»!, Яо) <^։ чбЦРо). (2.3)

Доказательство : Необходимость условия (2 3) следует из Леммы 1.4. Утвер­

ждение а) и часть утверждения б), относящиеся к достаточности, мы докажем 

параллельно. Допустим обратное, что в обоих случаях существуют мультииндекс 

0 # </՛ £ Л'оп и последовательность {С} такие, ч го |£*1 —* °° при «-»осиО“'Р(4')
(2.4)

Ьсз потери обитое ч и можно предположить, что > 0 (։ = ; я = 1,2,...).
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Для 8 = 1,2, -. положим

Р, = ехр

где (* (С , га;л= 1,2,...). Так как векторы А' принадлежат

единичной сфере, то можем предположить, что А* —• А°° при в -» ос. Из 

выпуклости многогранника 3? следует, что А°° является нормалью к одной (и

только одной) грани многогранника 3?. Пусть “ ортонорм ированный 

базис в 1ЛГ‘ такой, что е1՛1 = А00. Имеем А* = 22"=1 и А* ։ —» 1, А* = 

о(А* 1).} = 1.2,...» поскольку А* —» е1՛1 при з —» сю. Если для достаточно больших

5 базис (е|,։, ..,е1,п) удовлетворяет условию }2"֊2 е1'2 О, то значим его

через (е1, В противном случае можно предположить, что £2"=2 # О

и при в —» оо

На линейной оболочке базиса (е1,2, ...е1,п) рассмотрим базис (е2,2, ...е2п) с векто­

ром е2՛2, определенным выше. Имеем А1 = А*де1՛1 + }Г*_2 -Ц^-е2,2 и ^2,2 = )

при в —♦ ос. Продолжая этот процесс заключаем, что X’ = = 1 > где с?-

...,еп - ортонормированный базис в 1ПГ‘ и т' —» 1, т, + 1 = о(т^), ] — ~ 1

при 5 —» ос. При этом существуют числа т и во такие, что А ‘ О (} — 1,..., т)

А? = 0 (» = т + 1,...,п), 1 < т < п для всех в > во- Можно предположить, не 

умаляя общности, что во = 1 и Л* > 0 (} — 1...., т) для всех в. Для того, чтобы 

связать построенный базис с многогранником Ньютона 3? — З^/3) многочлена / , 

рассмотрим грани 3?*‘,...,3?‘~ характеристического многогранника 5?. Возьмем

грань З?*1, лежащую в

грань З?^3 (} = 2,..., пз)

опорной гиперплоскости к R с 3?-нормалью е1, и каждая 

либо совпадает с Э?*'՜,1, либо является подгранью 3?, ,

и в обоих случаях Э?*3 лежат в ортогональной е* опорной гиперплоскости к 
3^**2՜1, для которой вектор с} является R*'՜՝ нормалью. Отсюда следует, что

размерности граней 3?‘3.....3?^ удовлетворяют > 1-2 > ... > кт. Пусть, как и 
о

выше. Р*> *т(£) и О1'՞ Р*>к> (£) суть подмногочлены многочленов Р(£) и -Р(С>

отвечающие грани З?*3 (} = т.е.

т.г; = Е (2 5)

««г;
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где ве второй сумме "у#.*,0 = 0 при 3 < Теперь сравним поведение многочленов 
Р(() и И*'0Р(£), полагая

Р. — оо,
У <•> 

С=рГ'“' ' («= 1.2..... )-

Можно предположить, что для некоторого г (1 < г < тп) имеем

6 > 1 при «-»ОО. (2.6)

Для г = тп = п положим г*+։ = 0 для всех 5 = 1,2,..., Из выпуклости 

многогранника Э? и его граней и из е;-однородности под многочленов при

некотором мультииндсксе а, принадлежащем всем граням в силу (2.5) имеем

(2.7)

где некоторые положительные числа и еп + 1 - некоторый единичный

вектор для г = т — п. Из (2.6) и определения чисел х* (} = I, ...,п) имеем

Очевидно что 0 < г?, < оо (։ = 1,...,п), т.е. г/ Е Я”՛0. Так как (о.е1) есть 

расстояние от начала координат до гиперплоскости, содержащей грань 9?*1, то ■
возможны два случая : (а,е։) > 0 и (а,е։) = 0. Пусть а.е1 > 0. В этом 

случае грань Я*' главная и правильная. Предположим сначала, что Р>т,кг(т]) ф 0 

(единственаый возможный случай при предположении а)). Так как (а.е1) > О, 

-• 1» = о(х*) (1= 1,...) при .$ — оо, то имеем х* > 0 для всех

достаточно больших $. Из (2.7) для таких з имеем

|/’(Г)1=р5’',‘)1^'*-(9)1(1+о(1)). (2.8)

Аналогично, для многочлена 1)*° Р имеем

1^'”''((‘)1 <С|Р<Л',)'('°''’1|О''"Р'"‘'('։)1 + о(/>(<,''')) < 

|Л""/”-*-(>|)1 + о(р‘°‘')), (29) 
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где С1 > 0 - некоторая постоянная. Соотношения (2.8) и (2.9) противоречат (2 4). 

Пусть теперь Р,Г1*’(г/) = 0 в утверждении 6). Так как т) е Нп 0 и (а,е։) > 0, то 

3?*" главная, нерегулярная грань и совпадает с единственной вполне правильной 

нерегулярной гранью Г, г = тп = 1, кг = к\ = п — 1, е1 = р является р внешней 

нормалью грани Г, г/ 6 ЦРо)- Так как по предположению, Ро есть многочлен с 

изолированными характеристиками, то существуют окрестность и(^), гладкие 

р-одноролные функции д(£), г(£) и натуральное число к такие, что

«>«) = [»«)]* г(0, (еи(ч), • (2.10)

и £>п?(^) # 0. г(ч) / о. Положим = Р(£) - Ро(£) = Р։(<). В окрестности

и(^)
Р«) = Ш‘г(е) +А«)+ <?«)• (2.11)

Заметим сначала, что Теорема 1.1 позволяет нам считать, что |*^°| = 1. Так 

как число к в (2.10) натуральное, то имеем |р°| < к. Пусть для определенности 

/ = (1.0, ...,0). Из (210) для многочлена О*՜ Ро(£) = Рц(€) имеем при { Е и(п)

О1Р0«) = Ш]кО1г«) + Ц<։(С]к-1О19(С. (2.12)

Многочлены Ро, Р\Ро, Р>, #1 Р։ р-олнородны. Подставляя значение {£*} из (2 5 )

а (2.11), (2.12) и полагая

(•=1,2,.-)

для достаточно больших а (для $, удовлетворяющих т)* € и(*?))» получим

₽((•) = р1:*Ро(ч')+*!<''А(ч')+««։) = г(ч')+р1:<'Р.(ч')+«((')•

(2.13)
й.р«') = /։|<'---1л,р0(ч‘) + р<|'<'-»'1у,р,(,') + о,<?(е) =

= ((։(>;•)]*О,>■(,•) + *■ + <2 |4)

+ р1^.-»1|О1р|(п.) + о|(?({.).

I а к как | ) —• оо и г/1 —• г/ при « —»оси /эо(г?) ~ 0, то из Лемм ы 1.2 след> ет,

что Р^\г]' । > 0 и Р\ (г)л) > 0 для достаточно больших $. С другой стороны, из

простых геометрических соображений, при л —♦ оо имеем

10(01 = о(л:'')- т(«')1 = о(^:,‘'՛ ■'՛')• (2 15)
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Из (2.13) и (2.15) для достаточно больших 5 имеем

։ + 1И4')| > е, (2.16)

где сз > 0 постоянная. Так как (1\ < с/о, то из (2.14) и (2.15) получим

|Р1Р(С')| < «эл‘1*>1"\ (217)

I де сз > 0 - некоторая постоянная. Сначала предположим, что £ = 1. По 

предположению, Опд(т]) 0, так что из условия (2.3) следует ~ Рп < </ь 

С другой стороны, (10 — Д1 < </с — < </1 поскольку > Мп- Оценки (2.16) и

(2.17) вместе противоречат (2 4). Пусть теперь к > 1. Так как по предположению 

г(т)} 0, то для достаточно больших $ имеем г(г^) / 0 Следовательно, согласно

Лемме 1.2 и (2.13), для достаточно больших 5 имеем

1 + Р«‘) > СЧ 11 + р\;*’ [»(>»'))* + Л!Л] , 
1 4 I (2.18)

где с< > 0 - постоянная. Для к > 1 многочлен Ро представляется в виде

Р1/’о(0 = МО)‘'-|<?1(С). (2.19)

I де ф1(() = д(()01г(() -г к Из (2.14). (2.15) и (2 19) следует, что для

некоторой постоянной с$ > 0 и для всех а = 1,2,...

Ю, Р(0)| < с, -“՝ (2.20)

Из (2.18) и (2.20) следует, что для достазочно больших я

1 + - 61 + (Ч«)|‘ + Р'г‘‘ 1 + р.՝4՝ ’ 1 1

где се = С5/с4. Так как р4 —» ос, г* —• I при $ —» ос и рц > 0, то очевидно, что 

второе ела։ асмое в правой части (2 21) ограничено для всех $ Для оценки первого 

слагаемого заметим, что из предположения Опд(т)) / 0 следует /?*Ро(^) / 0. 

Следовательно, из (2 3) получим <1а - Д(г/. Р - 0) — (1^ — к рп < «/։. Теперь 

для х - р,1, У = ’?(г/’)|, а = <!(, - /3|, = к - 1, с = Ло> (1 = к е =

применим Лемму 1.3. Заметил։, что для достаточно больших л, х = р,1 > 1 

имеем у = ։д(т)՛)| е (0, I], так что условие Леммы 1.3 сводится к - кр1 < 

Эго :1роти։зоречие с (2.4) завершает доказательство для случая (о, с1) > 0. Пусть
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теперь (ог,е ) = 0. Сначала отмстим, что если многочлен Р имеет правильный 

многогранник Ньютона 3?, то многогранник Ньютона многочлена = О

(1 < > < п) также правильный. С другой стороны, грань, для которой е1 является 

Я-нормалыо, проходит через начало координат, т.е. является неглавной гранью 

для 5?. Следовательно, е- < 0 (» = 1,...,п). Заметим, что если эта грань имеет 

размерность гп (1 < т < п — 1), то можно предположить, что = ... = = 0

с^+1 < 0,...,е„ < 0. Так как

el = Нт -т- 1п < 0, 
J —ОО / п

\/5Z(։»c;)3
V 1 = 1

то начиная с некоторого s0 имеем < 1 (j = m + 1, ...,n,s = а0> «о 4՜ 1, •••)• Далее, 

так как » оо для некоторого » (1 < г < тп) имеем —* оо. Следовательно, 

для некоторой подпоследовательности {£*}, £/ —» оо по крайней мере для одного 

j (гп < J < ^). и

Е(м;)2

•"(‘ing)»՜ ^ °° при * - “=• '2-22)
Пусть = max Для некоторых € > 0 и j, удов лет воряших (2.22), положим 1 < । < m

= о([^(С))~г)> т.е. для каждого aj > 0 и »2 > О

(?тт-о. (2.23)

Таким образом, в многочленах Р(С) и Р* /’(С) важную роль играют мономы 

С = £, *...££» с 0} = 0 для удовлетворяющие условию (2.23). Поэтому 

полагая £ = «։,.... £п), где £, = 0 если ; удовлетворяет (2.23) и в

противном случае, легко видеть, что для некоторой подпоследовательности {£*} 

соотношение (2.4) в обоих утверждениях а) и б) превращается в соотношение

Р'аР(0

1 + №1
—* ОС При 5 —* ОО. (2.24)

Таким образом, для случая (п,е‘) = 0 получим многочлен Р(£) от п переменных 

Чей правильный многогранник Нью гона имеет лишь регулярные правильные 
*

грани. Повторяя вышеприведенные рассуждения для многочлена Р(£) и много­

гранника 3? = 3?(Р(ё)- после копенного числа шагов получим либо противоречие, 

•’ибо соотношение (2.24) в одномерном случае. Последнее соотношение очевидно. 

Теорема 2.1. доказана.
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Замечание 2.2. При п = 2 полученный результат в классе двуслойных 

многочленов окончателен. Действительно, в этом случае нерегулярными могут 

быть лишь одномерные грани Из результатов работы [11] следует, что при п = 2 

обобщенно-однородный многочлен имеет лишь изолированные характеристики. 

Теперь приведем два примера многочленов, удовлетворяющих Условиям 1-111 и 

Теореме 2.1.

Пример 1. Пусть п = 2 и ^(GiG) = (£? — €1 €2)2 4- Многогранник 

Ньютона этого многочлена является вполне правильным четырехугольником 

с вершинами (0,0), (4,0), (2,4), (0,6). Вполне правильная грань (2,4)-(0,6) 

регулярна. Единственной нерегулярной гранью является одномерная вполне 

правильная грань (4,0)-(2,4) с единичной внешней нормалью р = (2/х/5,1/х/5). 

Следовательно, Условие II выполняется. Имеем d0 = 8/х/5, d} = 6/Vb, Ро({) = 

<2(6 ~£i)2> Pi(£) = • Множество E(P0) содержит точки вида (t, \/t) или (t, -\Л) 

при t 0. Для точек т) Е Е(Ро) имеем P\(rj) ф 0, Д(п> Ро) = 2/\/5. Следовательно, 

Условие 1 и (2.3) выполняются. Условие III следует из представления Ро(£) —

~£2)- Таким образом, из Теоремы 2.1 имеем D1“ Р < Р для всех р £ JVj.

П[։имср 2. Пусть п = 3 и Р(6,<2,<з) = (tf + - 3#Ыз)2 +

Многогранником Ньютона этого многочлена является вполне правильная 

пирамида с вершинами (0,0,0), (8,0,0), (0,8,0), (0,0,8). Единственной вполне 

правильной нерегулярной гранью является двумерная грань (8, 0, 0)-(0, 8,0)- 

(0, 3.8). Следовательно, Условие II выполняется. Имеем р = (1 /х/З, 1/\/3, 1/х/З), 

</о = 8/Л а, = 6/Л, Ри«) = «? +е, + Сз ֊ 3(?ЬЬ)։, Р1«) = Простые

вычисления показывают, что для однородного многочлена д(£) = £? + -

имеем £га<1д({) / 0 при |(| 0. Следовательно, Д(г?, Ро) = 2/х/З для

всех г) Е £(Р0) и многочлен Рс(£) представляется в виде (2.1) при т — 2 и 

г(£) = 1. 1аким образом, Условие III и (2.3) выполняются. Выполнение Условия

очевидно. Таким разом, по Теореме 2.1 имеем D" Р < Р для всех и Е Nq

$3. ОЦЕНКИ ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В ЗАДАЧЕ I

Из ультатов предыдущих пунктов следует, что если многогранник Ньютона

многочлена не является правильным, либо нарушается условие (2.3), тогда 

существуют .мультииндексы {м} такие, что Dv Р Р. В этом параграфе мы 

покажем, что если нарушается одно из этих условий, то псе еще существует 

набор мулы ииндексов {*/} такой, что 1У Р < Р.
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Теорема 3.1. Пусть I? — Э?(Р) правильный многогранник Ньютона 

много’ьленн Р(() = Р(£1, Предположим, что |Р(£) —• оо при £ —» ос 

и что все главные грани 3? регулярны. Тогда О" Р < Р для тех и только 

тех I/ 6 No, для которых (О* Р) С &•

Необходимость следует из рассуждений, использованных в доказательстве Лем 

мы 1.1, а достаточность следует из рассуждений, использованных в доказательст­

ве утверждения а) Теоремы 2.1.

Теорема 3.2. Пусть Э? правильный многогранник Ньютона многоч­

лена Р. Предположим, что |Р(£)| —* оо при £ —» оо и все правильные 

грани регулярны, за исключением (в - 1)֊мерной правильной грани 

Г. Пусть д - 3?-нормаль грани Г и Е(Р</0(я))П£(/э^|(р)) = 0. Тогда Р"Р < Р 

при 4^0 — (р,у) < (1\.

Замечание 3.1. В отличие от Теоремы 2.1 а) изолированность характеристик 

многочлена Ро не требуется; б) правильная (но не вполне правильная) грань 

может быть нерегулярной.

Доказательство Теоремы 3.2 : следует из Леммы 1.1 в [9], так как для 

— (я,") < ^1 для псех мономов многочлена £?*'Р имеем (д,а) < <Л-

Следующий результат докажем для двумерного случая, предполагая, что под- 

.многочлен. отвечающий одномерной грани, является однородных։.

Теорема 3.3. Пусть 3? = ^(Р) правильный многогранник Ньютона 

многочлена Р«) = Р«։ . <2). Предположим, что \Р(£)\ —» ос при (-хи 

все правильные грани 1? регулярны, за исключением одномерной грани 

Г. Пусть р = (р|,Дз) 3?-нормаль грани Г и Д1 = Да- Предположим далее,

что Е(/:’0)ПЕ(Л) = 0. где множества Е(Р0) и Е(Р։) и числа </0, △(»?, Ро)

определены как и выше, и

ГТПП Д(т?,Ро). (3.1)

а) если <40 - (д з/) < </ь то И* Р < Р для всех и С No՝

б) если (1о — Д(М)) > <1\ и (р,|/) > </() — то I)1 Р <

в) если </0 - Д(Р0) > ^1 и 0 # (д, 1՜) < А(Р□), то /9‘ Р £ Р.

Доказательство : Заметим, что гз двумерном случае любой обобщенный 

однородный многочлен имеет лишь изоли рованиыс характеристики (см [6], [12;).
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и что только вполне правильные грани являются нерегулярными Следовательно, 

утверждение пункта а) следует из Теоремы 2.1. Утверждение пункта б) непос­

редственно следует из Теоремы 3.2. Для доказательства утверждения пункта в) 

заметим, что согласно Лемме 2.1 в [11], для т) Е Е(Ро) существуют натуральное 

число к = к(г]), действительное число г — т(т]) и многочлен г(£) такие, что

Р(<) = (€1 “ г6)‘ г(<); г(гу) / 0; ^֊Ч2=0. (3.2)

Можно предположить, не умаляя общности, что /л = р2 = 1. Следовательно, 

do = ordP0, d։ = ordPb A(tj, Pq) = k2 и и условия пункта в) можно переписать

в следующем виде : do - к > d։ и 0 |и| < А(Ро) < к соответственно. Для

произвольного f > 0 положим

Ci = s’?] = s(rr)2 + s *), С = STJs = sr)2 s = 1.2.....

Так как С — т) при « —• оо, то существует постоянная с2 > 0 такая, что для всех

|Ро(Г)1 = **•-'W)I<C|

!л(е)| = ^'|р։(^)|<с։ s*.

1 ак как <?«')| = |Р(С)~ ?о(С)- Р1 (С)| = ) при « —» оо, то для достаточно 

больших я и для некоторой постоянной с2 > О имеем

iW)|<c2 s“*, (з.з)

где or։ = max(d0 — € к, d։}.

Используя (3.2) 0 / |м| < к, имеем £ИРо(О = - г<2)*“иг2(<), где г(^) /

0 Следовательно, О* Ро(С) - 5<'в"1И"։(‘"|*|)Г2(^), з = 1,2,.... Аналогично, 

П*Р։(Г) = ^-|*|Р։'Р|«'), з = 1,2,... и

I^Q(r)l = o(^-H) при 5 —♦ ОО.

Из последних трех соотношений и Леммы 1.2 следует, что существует постоянная 

сз > 0 такая, что |Р"Р(С)| > где Ье = тах{(/0 - |и| - ?(к - [р|),</։ - |х/|). 

Выберем число € так, что . ;

do — с к = d| (34)
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Сначала предположим, что |р| = к. Гак как, по предположению — к > то 
6, = с1о - к > с/։ = а։ и

1^Р(С)1
1 + |в»р(е)| ~*°° 1,ри э^°°- (35)

Следовательно, СИР / Р. Пусть теперь |м| < к. Покажем, что ае < Ьс, где € как 

и в (3.4). Заметим, что

<1о ~ 1И ~ ~ 1И) = — |ь*| — (<*о — ^1)—т~—- = (^ —1^|) + М(^о — — |р|.
с к

Таким образом, = </0 — [р| — г(к — |р|). Имеем Ьг ~ at = с/0 — |*х| — е(£ - и|) — 

(Ло - е к) = |р|(е - 1). Учитывая, что </0 ~ * > и (3.4), получим 6Г > ае, откуда 

следует (3.5). Следовательно, В*՜/3 / Р. Теорема 3.3 доказана.

ABSTRACT. Let P(£) — P(^\, be a polynomial with real constant 
coefficients. We derive conditions sufficient for the estimate iB^P^) < 
c(|P«)| +0»(€ IRn t° hold for all multi-indices i/ = (i/1։ ...,un) 6 Zn, or for 
some chosen multi index. In two dimensional case these conditions are 
also necessary.
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