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В работе устанавливаются локальные асимптотические представле­
ния для решений линейных сингулярных гиперболических уравнений 
с помощью интегральных операторов Фурье. Коэффициенты урав­
нений предполагаются неограниченными вблизи сингулярной гипер­
плоскости 4 = 0. Эти представления обобщают хорошо известную асим­
птотическую теорему Левинсона из теории обыкновенных дифферен­
циальных уравнений. Они полезны в изучении некоторых уравнений 
математической физики, а также в изучении корректности задачи Ко­
ши для дифференциальных уравнений в частных производных с крат­
ными характеристиками.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что решения строго гиперболических уравнений с гладкими 

коэффициентами могжно представить с помощью интегральных операторов Фу­

рье. Например, применяя к уравнению колебаний струны

«« = а2«хг (1-1)

преобразование Фурье

$(<>€) = / «(<> ®) ехр(—<1х,

получаем обыкновенное линейное дифференциальное уравнение

5« + а’<2и = 0 (1-2)

с общим решением

«(*» €) = /(€) ехр{»а! | £ |} + № ехр{֊»а4 | { |}, 
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где /(£) и д(£) - произвольные функции. Применяя обратное преобразование 

Фурье
и(Х,х) = (2я)՜" У «(*,{) ехр(»Х) <%,

получаем

«(*, х) = Фх(«)/(у) + Фз(*)д(у), (1.3)

где операторы Ф1(<) и Фа(<) имеют интегральные представления

Ф,№) = (2*)՜՞ / №)«?(#/(*.*>У.О3 = 1.2. (1-4)

01 = (г - у)£ + а*|£|, о2 = (х - у)£ - «*К1-

Здесь функции /кд принадлежат пространствам Соболева. Для уравнения в 

частных производных второго порядка

Ьи = иц — а2ихх + д(1, х)и = О, I б]0,Т[, х € Ш., Бтд = оо (1.5)

ставится следующая задача: при каких ограничениях на операторы ЬФу, д = 1,2 

решения уравнения (1.5) можно представить в виде

и(*. ®) = Ф1(*)№) + Фз (*Мы)> (1-6)

где

ФД«) = ФД<)+ £/(«,։), еЯ*,®)֊»0, <֊*0, / = 1,2. (1.6’)

Ф/(*) называются асимптотическими резольвентными операторами, Е^1,х) 

называются функциями ошибок.

Для более общих строго гиперболических (или гиперболических в смысле 

Петровского) уравнений решения и(<,х) допускают представления (см. [2], [7])

^*) = £Шу). (1.7)
2=1

где С,-(у) - произвольные функции из пространств Соболева։ а Ф, - линейные ин­

тегральные операторы, которые можно представить в виде сумм интегральных 

операторов Фурье.
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Ниже мы докажем следующие асимптотические версии представлений (1.7) 

для решений широкого класса i-гиперболических (нестрого гиперболических, 

слабо гиперболических) операторов с неограниченными в начальной гиперплос­

кости 4 = 0 коэффициентами :

т
= +«/(*• v)lw(»)> Hmej(*,w) = 0, j = l,...,m. (1.8)

j=i ~

Мы применяем формулу (1.8) к изучению начальных задач вблизи сингулярной 

гиперплоскости.

§2 . ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом параграфе содержатся формулировки теорем и предложений, доказы­

ваемых в статье. Теорема 2.1 приводит достаточный критерий асимптотиче­

ских резольвентных операторов. Теорема 2.2 является теоремой существования 

и единственности для весовой начальной задачи, обобщающей начальную задачу 

с вронскианными данными, рассмотренную в работе [10]. Предложения 2.1, 2.3, 

2.4 - частные случаи теоремы 2.2 для дифференциальных уравнений в частных 

производных второго порядка с упрощенными начальными данными. В предло­

жениях 2.2, 2.5 предлагается конструкция линейных интегральных операторов, 

встречающихся в представлениях (2.13). Отметим, что предложение 2.2 является 

обобщением ВКБ-асимптотик, хорошо известных в теории обыкновенных диф­

ференциальных уравнений, для гиперболических дифференциальных уравнений 

в частных производных.

Мы рассматриваем дифференциальное уравнение в частных производных 

m
^u = £Qm_։(i,x,D։)ô‘u(4,®) = 0, *6 [0,71, (2.1)

4=0

где

Qo = l, Q/€C°°aO,n^). J = 1..... m, (2.2)

a Ф-j - класс псевдодифференциальных операторов, определяемых ниже. Обо­

значим через В множество всех С^-функпий, определенных и ограниченных в 

1R£ с производными всех порядков. Пусть Bf = Ск([0,71, В). Будем говорить, 
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что С°°-функция р(х,у,£) в Ш.3п = х х принадлежит классу

(О < 6 < 1/2 < р < 1), если для любых мультииндексов а, Д,7 имеем

| 8°д%д]р(х, у, {)| < Са,Рп < е >"‘+*1/’-И|-*1«1 На И3”, (2.3)

где < £ >= (1+€?+- • -+^п)1/а- Обычно ЭД — пространства Фреше с полунормами

|р|^т)= шах тГ{Са,м из (2.3)}. (2.4)
а+Д+-у|<։

Будем также говорить, что символ р(х,£) класса 5^ = ֊5^1 _р принадлежит 

классу ^((А:)), где к > 0 - целое число, если

рй(»,е)е5Г_|в|) (1“ + /5|<*)-

И, наконец, будем говорить, что вещественнозначная С°°-функция <р(х,£) вШ£х 

хЯЦ1 принадлежит классу Рр(т)1 где 0 < т < 1 и 1/2 < р < 1 (см. [4]), если 

7(х,0 = ^(х,0 — х£ удовлетворяет условиям

/(«,£) е$((2)),

№= £ виро^х.оке^'-^т. 
|а+/»<2

В частности, для р = 1 будем писать Р(г). Для любого целого числа I > 1 

мы определяем подкласс Р(т,/) класса Рр(т) как множество фазовых функций 

<р(х,£) £ Рр(т), удовлетворяющих условиям

7(»,0е^((2)),

1И1։ = £ зир{|4>,£)1<£>(|а|-1) + 
|а+Д|<1 х,€

+ £ 8ир{|/((;)\х,е)|<^>1-^-ад+х1<»1֊2)}<г>
а<|а+/5|<2+» ®,€

при этом будем писать Р(т, /) вместо Р1(т, I) для р = 1. Пусть <р(х,£) Е Рр(т). 

Для р(х, £) £ 5^ определим интегральный оператор Фурье Р с фазовой функцией 

^(х,^) и символом р(х,() по формуле

Ри(х) = Р„и(х) = (2т)-ап [[ е‘М։'^“и^р(х,£)и(у) dy, для иЕ В (2.5) 
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в смысле регуляризованных осциллирующих интегралов ([4]). Будем полагать, 

что Р £ /у* и <т(Р) = р(®>€)- Для р = 1 вместо I™ часто будем писать Г՞.

Пусть Ф™4 - класс псевдодифференциальных операторов с символами из

(Ф™ = Ф”1-Р> = ф”о). Д” ~ класс линейных интегральных опе­

раторов, отображающих Н* на Н‘~т. Напомним, что оператор (2.1) назы­

вается 1-гиперболическим (или слабо, нестрого гиперболическим), если корни 

г = Xj(t, х,£), ) = 1,т, характеристического уравнения

т
52 9т-к(1, X, £)т* = 0, ?0 = 1
*=о

вещественнозначны для любых 1 £]0,Т[, (х,£) £ Ш.3”. Здесь 9т-к(?,х,£) - 

главные символы операторов С)т-к- Мы полагаем, что функции дт-ь, к = 

= 0,1,...,т вещественнозначны для любых * £]0,Т], х £ Ш.п, £ £ Ш**.

Пусть операторы {Фув (1*7) заданы. Вместо операторов Фу £ I1՜՛’ 

можно построить вспомогательные линейные интегральные операторы

Ф/+1.Л*), «7+1,։(0 € 2°, з = 0,...т —1. (2.8)

В самом деле, положим

Фу,*(<) = $«+!>* ) = в + 2,...т, з = 0, ...,т—2, (2.9)

Фу,о = Фу, У = 1,...,п», (2.9։)

/ фь«+1(т) Лт1 ) = а + 2,..,т, з = 0.......т-2, (2.9”)
Ут

Тогда из (2.9) получим

Jлt
' Ф>+2։»+1(т) Лт, 8 = 0,... тп - 1 
т

и оператор Ф,+1։,(<) можно рекуррентным образом определить из этих выраже­

ний. В частности

Ф1(<) = Фх.оСО, Фг(<) = Ф1,о(*) [ Ф։д(г) бт,
Ут

Фз,о(*) = Ф1,о(*) (фз,1(т) J Фз,2(з) г/з) бт. (2.10)
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Рассмотрим операторы

-(Ф2,1Фз,а если j = а = т,
52(—1)*^у1,«2>а^։ • • •^уй^*_17<уп, если j =

(2-Ц) 

где суммирование проводится по всем индексам Л,..., )к таким, что

а < 31 < Зз < • • • < Зк = т, к = 1,..., т — в, а = 1,..., т — 1. (2.1Г)

Теорема 2.1. Пусть функции /?,(4) > О, Р, € £х[0,7*], а = 1....... т и бесконечно

дифференцируемые по параметру I б]0, Т], обратимые линейные интегральные 

операторы {Фу(*)}^1> удовлетворяют условиям (2.8) и

(1/Д(да;(«)е 7°, к,; = 1,...,т, (2.12)

равномерно по 4 б]0,Т[. Тогда для любых функций Су (у) 6 В, j = 1,...,т, 

существует решение и 6 В“ уравнения (2.1), которое можно представить в виде

т
в?՜1« = »)]. к = 1,.... т, (2.13)

7=1

1нп ||еу(1, .)||р = 0, У = 1,..., т, для некоторойр е Ш. (2.13’)

Замечание 2.1. Теорема 2.1 не дает правила построения операторов Фу, но 

она полезна тем, что приближенные операторы Фу можно выбирать различными 

способами, в зависимости от уравнения.

Замечание 2.2. Пусть Р2 - оператор (2.1) при т = 2. В этом случае условия 

(2.8), (2.12) теоремы 2.1 можно записать в виде

ФьФ^еЛ (2.14)

(2-15)

^“Ч^ФГ^ФиФ?1 ֊ ®а<Ф21)-1В2Ф» 6 7°, 8,3 = 1,2. (2.16)

Замечание 2.3. Пусть Ф2д - решение задачи Коши

Р1Ф211 = а»Ф2д + (Ф^СхФх + 2ФГ1Фи)Ф2,1 = 0, Ф2д(Т) = I, (2.17)
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где I - тождественный оператор. Тогда Ф2д может быть построен как интеграль­

ный оператор Фурье с точностью до сглаживающего оператора (см. теорему 3.3 

или [3],[4]). Точнее говоря, существует Фз,1(*) Е 1°, такой, что

Фа,1Ю֊Фз.1ЮеВ<(5-°о). (2.17’)

С учетом (2.10) и

Р2Ф2(4) = Р2 (фх(*) Ф2,1(т) = Р2Фг(4) (Ф2д(т) + Ф1Р1Ф2|1

или
Р2Ф2(*) = (Р2Ф1(4)) Ф211(т) <1т,) , (2.18)

условия (2.16) можно опустить для 8 = 2. Для з = 1 условие (2.16) превращается 

в условие существования /3(4) в Ь1([0,Т]) такой, что

0-1(4)РФ1 Е 7°. (2.19)

Замечание 2.4. Если символ г оператора

Я = ФГХ(<31Ф1 + 2Фн) (2.20)

удовлетворяет условиям

Г € ВЦЗ1), (2.21)

главный символ оператора R - вещественнозначная функция
(2.22) 

для любых 4 Е (0, Г], (л,£) £ К.2п,

то решение уравнения (2.17) удовлетворяет условию (2.17’) (см. теорему 3.3). 

Определим вспомогательные операторы

= Ф7,1-1(*)&, 8 = 2, ...т, (2.23)

и обозначим через а = (1,2,..., т) цикличную перестановку из группы переста­

новок тп чисел. Начальные условия для уравнения (2.1) зададим в виде

11т{<г’Лт,т_1...Л3|2Л2>1Ф^1и} = С,+1(։/), j = 0,...,m-l, (2.24)

где <7/+1(у) — произвольные функции из В, а показатели <т действуют на индексы 

операторов Аг՝,-1 в (2.24).
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Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (2.2), (2-8), (2.12), и пусть существуют 

функции Hk(t, «), p(t, ։) € В я числа Гц, б* > 0, такие, что

lik(df Фг)՜1 ,■ k = 0,...,m—l, j = 2....... m, (2.25)

ДтФГ^т-Н^Фх)՜^;1 G Р‘, (2.26)

равномерно no t G [0, T] (можно положить Sk = m).

Тогда начальная задача (2.1), (2-24) для Cj G В, j = 0,1,..., m — 1, имеет
. ■ U"

единственное решение u G В,°° (]0, Г]) и существует положительная постоянная с 

такая, что для любого решения u G В” задачи (2:1), (2.24) имеют место оценки

Пмя(5‘Ф1)-1а1‘и||. <с£||Су|Ь+гк., * = 0,...։п»֊1, (2.27)

7=1

||дтФГ15Г< < £ ||СУ||«+Гад+<Ь. (2.28)

7=1

Для уравнений второго порядка из теоремы 2.2 вытекает

Предложение 2.1. Пусть выполнены условия (2.2), (2-14) - (2.16), и пусть

существуют числа 6, г, Ь > 0 и функции Р1д(1, х) £ В такие, что

М1Фй1Ф։|€Г, ргФГ^зФ! Е I*, (2.29)

Я2ФГ1С1ФиМГ1 € I*• (2.30)

Тогда уравнение

Р^и = (д^ + С)1д1 + фз)« = 0 (2.31)

с начальными данными

1т{Ф^(Ф«ФГХ ֊ Ф^Фз՜1)՜1^ ֊ Ф^Фу՜1«)} = Ъ(у), j = 1,2, (2.32) 

для Су С В имеет единственное решение и £ В“ и существует положительная 

постоянная с такая, что для любого решения и задачи (2.31), (2.32) имеют место 

оценки
з

||д4(а*Ф1)-1М1. <с£||Су||,+г, ь = 0,1, ро = 1, (2.33)
7=1
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2

||р2ФГ1ин||. < ||СЛЬ+г+,, (2.34)
У=1

где ц0 = 1.

Рассмотрим уравнение

р2и = (б? + <?“(*> х, д')) и(*, х) = о, < е]о. т[, X е ли*, (2.35)

где С} - обратимый в Н~°° = ОЯ* эллиптический псевдодифференциальный опе­

ратор порядка 1/2, бесконечно дифференцируемый по параметру I е]0,Т]. Пусть 

Ф^1,Т), j = 1,2 - разрешающий интегральный оператор Фурье псевдодиффе- 

ренциального уравнения первого порядка

+ Ау(4, х, Эх)шу(4, х) = О, 4б]0,Т[, хеЛТ*. (2.36)

где операторы Ах, Аз (с символами Ах, А2) имеют вид

Ах = *С2-(?-1е։, А2 =-»$2 - (2.37)

т.е. решения иц(1,х) уравнения (2.36) имеют вид

4/(4, х) = Ф/ (4, Т)ш/ (Т, х), У = 1,2. (2.38)

Предложение 2.2. Если существуют функции рх(4),р2(4) > 0; 

рз(4) £ Я1[е,7^, е > 0 такие, что

м(*)> Р1(*).

д(р(4)<Э2) е яг (Я1), € ЯГ (5°), (2.39)

Р2 - ^гиперболический оператор, (2.40)

РГЧ*)«՜3^,«]«, 6 *°Р> (2-41)

равномерно по 4 6 [0,7*], то для любых С](у) 6 Я, / = 1,2 существует решение 

и Е В^° уравнения (2.35), имеющее вид (2.13), (2.13) с тп = 2, где Ф1,Ф3 - 

разрешающие операторы уравнения (2.36).

Замечание 2.5. Условие (2.40) для уравнения (2.35) означает, что главный 

символ оператора С)2 вещественнозначен на [0, Т] х Л1^.

Обозначим через || • ||ф» норму псевдодифференциального оператора из 
класса Ф" : || ■ ||«- = С|р|^т), см. теорему 3.2 в §3.
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Определение 2.3. Если выполнены условия предложения 2.2 и

||(?“3Qt||«; < 1 равномерно not Е [0,7], (2-42)

то уравнение (2.35) с Ci, Cj £ Нг и начальными данными

lira Фа(Т, t}(Q~2dt + i ֊ Q-3Qt)u = G(«),

НтФдаХО-^ - i — Q~3Qt)u = C2(x), (2.43)

имеет единственное решение u Е . Существует положительная постоянная с, 

не зависящая от и и такая, что

НдоФГх«1Ь, ||Д1Фй1«н||.<с£||Су||,+а, ||д2ф-1и«||, <c£||Q||,. (2.44) 

J=i j=i

Введем класс

м = {₽(t) е с~оо,Т]), р«>о, ptp-s'4eL2([o,7]), |Р«р-3/2| < О, (2.45) 

где е — достаточно малое положительное число.

Предложение 2.4. Пусть существует функция p(t) £ М такая, что условия 

(2.39), (2.40) и

Р^ЩГ1 Е Ф՜1'2, (р/р։)2[Q, Qt] 6 Ф1, (2.46)

P~l,i(p/ptY (%Q) £ Ф1'3, j = 0,1,2 (2.47)

выполнены, где [•, •] - коммутатор. Тогда задача (2.35), (2.43) для Ci Е Нр, 
:.у ։

С2 £ Я7*՜1 имеет единственное решение и £ В“ и существует положительная 

постоянная с такая, что для любого решения и этой задачи имеют место оценки 

2
r(t)p1/4-t/2(i)||S։tu||<< J3||Q||„ А = 0,1,2. (2.48)

j=i

Здесь
r(t) = exp (J? (p(a))1/2dsj .

Замечание 2.6. При замене условия (2.40) на

Q2 - (<32Г е ф° (2.49)
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оценки (2.48) упрощаются :

р1/4-*/3(1)||в*и||։ < с £ ПСЛЬ+ь к = 0,1,2. (2.50)> = 1
Предложение 2.4 доказано в работе [8] другим способом. Можно получить 

разичные асимптотические решения уравнения

։*« + $« = о, ։ е]о,т[, ®еяп, Qe92l (2.51)

если представить их в виде и = Ф(<)и(1, х), где Ф - разрешающий интегральный

оператор Фурье псевдодифференциального уравнения первого порядка

ГФ< = (Л1 + -.- + Аг)Ф, *е]О,Т[,

1*1«,=ь
где I — тождественный оператор, а Л,- - псевдодифференциальные операторы, 

которые находятся из соотношений

Л14 + ф = О,

Л^< + Л|֊1 + Л^(Лх + • • • + Лу-1) + (Л1 Ч------ Ь Лу_1)Л;- = 0, у =2,..,г. (2.52)

Из (2.52) легко заключить, что

Фи + ОФ = А$. (2.53)

Пусть Ф2д - решение операторного уравнения первого порядка

(А + 2Ф-1Ф։)Ф2Д = 0, Ф2111։=0 = I, 

где
Ф2(*) = Ф(<) [ Ф2>1(т) <1т. 

Зт

Предложение 2.5. Пусть существует неотрицательная функция /3(4) из класса

П1([0,Т]) такая, что

Ф, Ф՜1,Ф3.1,Ф?,} € 1\ /3֊1(4)АГ2 е Ф°, 
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а главный символ оператора Q - неотрицательная функция на [О, Т] х ]R2n. Тогда 

для Ci(s), С2(х) G Я°° существует решение уравнения (2.53), представимое в 

виде

5?« = [Ф<*>(«) + E1(t, x)]Ci(z) + [Ф^(<) + e2(t, х)]С2(х),

где

Нше*(1, .) = О, к = 0,1, равномерно по х G Ш.՞.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.1

Пусть

Ax(t, х, £) = X^t, х, О + A(t, х, О, (3.1)

Ai(t, z,£) G В*(S1), A G B)(S°), Ai вещественнозначна. (3.2)

Мы ищем фазовую функцию оператора (2.5), <p(t, а) = <p(t,8]x,£) Е B^S1) на 

0 < з < t < То Для некоторого То (0 < То < Т), являющуюся решением задачи 

Коши

dtp — Ai(t,®, V։y>) = 0, на 0 <з <t < То, (3.3)

¥>(«,«; х, £) = х£. (3.3’)

(3.3) называется уравнением эйконала. Для {g,р) = {(gi,.. .,qn), (pi,-• чРп)} 

рассмотрим систему гамильтоновых уравнений

^ = -VpA1(i,g,p), ^ = V}A1(t,g,p), {g,p}1=, = {у, q}. (3.3й)

Теорема 3.1 ([4], Теорема 3.1). Пусть у = y(t,a;x,£) (0 < s < t < Т2) - 

обратное отображение отображения х = g(t, а;у,£) : у »—» х, JR” i—» Ш,՞ с 

параметром (i, а, ^), и пусть

м
«(<> s; У, ri) - УТ) = J [Al - pV{Ai](r, g(r, в; у, т)),р(т, а; у, rf) dr. (3.4)

Тогда решение задачи Коши (3.3), (3.3’) можно записать в виде <p(t,s;x,() = 

= «(*. в; y(t> в; ։>£)>£)• Полагая J(t, а) = J(t, а; х,С) = p(t, а; х, (,) - х(, получим

{J(t, s)/(t — s),dtJ(t, s),d,J(t, a)}o<t,»<To ограничена в S1. (3.5) 
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Следствие 3.1. (1) Для любого целого числа и > 0 существуют с„ и Ти 

(О < Tv < То) такие, что

<p(t,s,x,€) 6 'Pfcvlt— e|>*')> 0<М<Т„. (3-5’)

(2) Если в теореме 3.1 для 1 < тп < оо

A(*,x,«)esr(s1) на [О, и

то

{J(i,s)/(t - в),SJ Sj J(t,s); j + к < m+ l)o<t,»<To

ограничена в S1.

Теорема 3.2 ([4], Теорема 2.3). Пусть Р G TJ1. Тогда для любого действи­

тельного в оператор Р определяет непрерыные отображения из Н*+т в Н*. Су­

ществуют постоянная С = С > 0 и делое число I = l(a, т) > 0 такие, что

||Р«1Ь < C|p|<m)||u||։+mi для иЕН‘+т. (3.6)

Теорема 3.3 ([4], Теорема 3.2). Рассмотрим оператор L = S։ - A(t, х, Dx). 

Пусть X = а(Л) удовлетворяет условиям (3.1), (3.2). Тогда существует линейный 

интегральный оператор E(t, з) € 7° такой, что

Е(а, s) = I, LtE(t, в) = О на 0 < в < t < То-

E(t, в) - интегральный оператор Фурье с точностью до сглаживающего операто­

ра : существует оператор Ev с символом e(t, в;г,£) 6 5^(5°) (0 < а < t < То с 

То. как в следствии 3.1) такой, что

Ev(t, а) е 1°, Ev(t, а) - E(t, a) G B^S՜00).

Определим вспомогательные функции {iP(t, у))^! из выражений

S‘-4(t, х) = у), к = 1....... тп. (3.7)
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Решая соотношения (3.7) относительно ил, имеем

(4, у) = «г’Ат>т_1 • • • АздАадФ]՜1«, у = 1....... тп, (3.8)

где линейные интегральные операторы Л«,«-: определены в (2.23), а а - циклич­

ная перестановка из группы перестановок т чисел (1,..., т). Докажем формулу 

(3.8) для частного случая т = 3. Исключим и1^,։/) из системы

и = Фхи1 + Ф2и2 + Ф3и3,

щ = Фци1 + Ф2։и2 + Фз1«3> (3.7’)

ин = + Фан«2 + Фз«и3-

Применяя (Ф^1)* к левой части первого соотношения и Ф* 1 к левой части второго 

соотношения, а затем суммируя полученные выражения, получим

(Ф^Фз)*«2 + (Ф71Фз)<ц3 = (ФГ1и)1.

Применяя (Ф^՜1)« к левой части первого соотношения в (3.7’), (2Ф71)« - ко 

второму и Ф^1 к третьему соотношению в (3.7’), а затем суммируя, получим

(Ф^ФгЭни2 + (ФГ1Фз)«։и8 = (Ф^1«)«.

Таким образом

Фа,««3 + Фз,1*и3 = (ФГ ։и)«| Фа,!«3 + Фз.1«3 = (Фх 1и)<- (3.9)

Теперь исключим и2 из (3.9). Применяя Ф^1 к первому соотношению в (3.9), 

(Ф711)« ко второму соотношению и суммируя, получим

(ФадФзд)»«3 = (Фз,1 (Ф1 Ч)<)

или

и3 = Ф3ХФ3-ХФГ1«)) = Лз.аАздФГ1«, (3.10)

где

Ф2(*) = Ф1(<) / Фз,1(у) Лу, Ф3(/) = Фг(Х) / Ф3,1(у) Лу, 
•!т Зт
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Фз,1 = Фа,1(^) [ Фз,а(у) dy, Лз,а = Фз>25։, А2д — Ф21^3։. (3-11)
JT

Переставляя индексы, получим

и1 = (1,2,3)։? = Ал.зАз.аФ?1«» “3 = (1,2,3)а“3 = А211Л1,зФз Ч. (3.12)

Соотношения (3.8) в общем случае доказываются аналогично. Дифференцируя 

(3.7) по t, с учетом (2.1), получаем

^2(0<Ф*)0։։? = -6km ^(PpjJu*, k = 1.......m, (3.13)
j=i i=i

где 6km - символ Кронеккера. Из соотношений (3.13), с учетом (2.9) - (2.9”), 

получаем гл—д 
dtu* + = 0, з = 1,— 1,

У=1 

m
dtum = -(Фа,1Фз1а...Фт,т-1)-1У2(РФ>)^. (3.14)

j=i

Решая соотношения (3.14) относительно 9<и', получим 
m

dtu* = ^KjU, 8 = 1....... m, (3.15)
i=i

где линейные интегральные операторы определены в (2.11). Покажем как 

получить формулу (2.11) в частном случае, когда m = 3. Дифференцируя (3.7։) 

по t, имеем

Ф1“1 + Ф2и? + Ф3“? = 0, Фии| + Ф2։и? + Ф3։“3 = 0,

Фи։“! + Фа։։“? + Фз։։“3 = —(РзФу)«7, 

где

РзФу = (б3 + Qid, + Q29։ + фз)Ф;-

Учитывая выражения 

Jrt 
' Фз,1(в) ds, Ф3|1 = Фад-^з.а 
т

(см. (2.9) - (2.9я)) получаем

“։ + Ияд“? + Изд«3 = 0, “? 4՜ 2з,а“? = 0, ФгФядФз.а“? = —РзФ^“7,
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т.е. (3.15), где

К] = -(Ф1Ф2,1Фз,2)-1РзФ;,

= (#2,1^3,2 — 2з,1)я/1 ^7 = —^3,2-Ку • (2.1Г)

Соотношения (2.11) в общем случае доказываются аналогично. Из (3.15), ин­

тегрируя по 4 € [0,71, получаем систему интегродифференциальных уравнений

“'(*. у) = С,(у)+ [ 52X/(т)и’(г,у)Лт, з = 1,..., тп. (3.16)
՝/т у=1

Полагая ^/1(4)Х? 6 7°, см. (2-12), приходим к оценкам

||*М1Р < сАИ1М1Р, в,д = 1....... (3.17)

Из (3.16), (3.17) имеем

||и*(*)11р < 11С.||р + с А(т)£|^(г)||р Лт. (3.18)
7о /5

После суммирования по з получаем

<Е||С,||Р + с /‘д(г)^||и’(т)||рйг, (3.19)

«=1 *=1 ]=1

где

/?(*)=$>(<).
»=1

Применяя неравенство Гронуолла к (3.19), получаем

Еп«'(*)11р < £||С.||ехр (с/У(т) Л֊) . (3.20)

Снова применяя (3.16) и учитывая (3.20), получаем

||и* — С»||р < с / ^/3,(т)ехр [ с£(я)сЬ^ йт < с / (/3(т)ехр [ с/?(з)։й^ Лт, 
70՛ \ 70 / ./0 \ 70 /

или, после интегрирования 

Обозначая

—1 4֊ ехр в = 1,.. .т.

у) = «Л*, у) - Су (у), 3 = 1> • ■ • > т,

(3.21)

(3.22)

11“'-^11р<С1

из (3.21) приходим к соотношениям (2.13), (2.13’). Существование решения урав­

нения (2.1) может быть доказано применением итераций к (3.16). Теорема 2.1 

доказана.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 2.2 И ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Доказательство теоремы 2.2 В условиях теоремы 2.2 из теоремы 2.1 имеем 

представления (2.13), (2.13’) и соотношения

т—1
Д*(31‘Ф1)_13<ки = д*(С1+е1)+ Е М*(#ф1)-1а?фЯФ+в/)> к = 0,1,..., т-1.

(4.1)

Используя условие (2.25), получим оценки (2.27). Из уравнения (2.1) имеем
т—1 

д”и = -'£(2т-к8*и, 
к=0

И т-1
= ֊ £ МтФГ^т-к^ФгК^Н^Ф!)֊1^«. (4.2)

4=0

Учитывая (2.25), (2.26), получим оценки (2.28)

||Ятф֊1аГ< < Е Нд*(^ф1)-1«М1.+^ < Е Е Н^||,+г„+4й. 

4=0 *=0 /=1

Теорема 2.2 доказана.

Предложение 2.1 является прямым следствием теоремы 2.1. Другое доказа­

тельство можно найти в [8].

Доказательство предложения 2.2 Из (2.36) - (2.38) следует, что интеграль­

ные операторы Фх, Фз являются решениями задачи Коши

&фу + л^Фу = о, * е]о,т[, х е ж.”,

Ф;|«=Т = Л > = 1>2- (4-3)

Из (2.36), (2.37) получим

Фз^Ф^՜1 - ФиФГ1 = А1 — Ля = 2»0а,

А? ֊ Ал = 2((?-1С1)2 - СГ'С^ ± «ГЧОъ <3]<2,

■РФ; = ф,«+з4Ф, = (а? - ар+е4)ФУ = щсг^)2-

~Q՜1Qu ± «Э-ЧО.ЭДфФ; = {(С?՜1)« ± НГ'Ю.СЗМЪ, j = 1,2. (4.4)

Эти соотношения преобразуют условия (2.16) замечания 2.2 в 
•к: ♦

6 7°, в = 1,2, 
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выполняющиеся в силу условий (2.41) предложения 2.2. Из условий (2-39), (2.40) 

предложения 2.2 следуют условия (2.14), (2.15) замечания 2.2 (фх = 0, (?2 = Qi). 

Оператор Фх 6 1° с точностью до сглаживающего оператора (см. теорему 

3.3), поскольку он удовлетворяет псевдодифференциальному уравнению первого 

порядка Фи = — А1Ф1, где символ Ах оператора Ах удовлетворяет условиям (3.1), 

(3.2). Аналогично, Фгд £ 1°, - с точностью до сглаживающего оператора, так как 

он удовлетворяет псевдодифференциальному уравнению первого порядка (2.17). 

Таким образом, из условий предложения 2.2 вытекают все условия замечания 2.2. 

Предложение 2.2 является следствием теоремы 2.1 и замечания 2.2.

Доказательство предложения 2.3 Докажем, что условия (2.29), (2.30) пред­

ложения 2.1 можно вывести из условий предложения 2.3. Поскольку Фц = —Ауф^, 

то из условия (2.29)1 получаем

дхФ^/Фг* = Д1Ф^1Л^1ЛаФ2 £ Т՜, с г = 0.

Это условие следует из условия Л^Лг £ Ф°, являющегося следствием формул 

(2.42) и

(*32 + Q-1Qt)-Ч-i(i2 + 0՜^) = («+ + <Г3$<) е Ф°.

Условие (2.29)г с <5о = 2, Д = Д2 следует из (2.39) : так как дф2 £ ф£, то 

Д2С?4 = (р<Э2)2 е Ф? и

МаФГ1«։«! = Л04Ф1 € Ф2 С I2.

Условие (2.30) выполнено, так как С)1 = 0. Поэтому, условия предложения 2.1 

выполнены при д2 = д2(1), г = 0,50 = 2, дх = 1. В силу

ФпФГ1 - Ф^ФГ1 = А2 - А1 =-21֊С2, - Ф^ФГ1^ = и< + А,и, (4.5)

начальные данные (2.32) преобразуются к виду (2.43). Из оценок (2.33) предло­

жения 2.1 получаем (2.44). Итак, предложение 2.3 следует из предложения 2.1.

Лемма 4.1. Пусть условия (2.39), (2.49) выполнены. Тогда решения w уравне­

ний

дг-ш + Л, ш = 0, < £]0, Т[ (4-6)
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удовлетворяют оценкам

||Q(t)w(t)||,exp (с д՜1^) dy^ < ||Q(T)w(T)||, < 

< ||Q(t)w(t)||, exp (c д-1(у) dy^ .

ГТотялятрлы-тпо. Если выполнены условия (2.39), (2.40), то

д(*)[<Э2-(С։Г1еФ°.

(4.7)

Подставляя и = Qw, т — т(1) = /тр 1(у) dy} в (4.6), получим

vt ± iQ2v — 0, или vT ± ipQ2 = 0,

и
+ гир<Э2ц = 0, пит ± ։иф2о = 0.

Итак

дг ||п||2 + i(։v,pQ2v) ± i(pQ2v, п) = О

или
ат|М12 = ±*(пд(32-да>).

Из предложения (2.49) имеем | 5т||п||2 |< с||п||2. Учитывая, что и —♦ Е,в = (1+ 

+ | Ох |2)*/2п, получим

|5т||«||*| < с||«||, или - с^т < ЦпЦ^^ЦиЦ, < се/т.

Интегрируя по т 6 [г, 0], т < 0, имеем

_С/\Т<ЬМ2№<СЛГ, 
Jт 11«г)11« /т

||п(т)||,ехр(ст) < ||п(0)||. < ||п(т)||։ ехр(-ст),

||«(<)||,ехр{с [ д-1(у)^ < 1МЛП* < ||«(<)||*ехр{с [ р-1(у)йу. 
Jt

Так как V = Qw, то мы приходим к оценке (4.7).

Доказательство предложения 2.4 Сначала докажем оценки (2.48). Из леммы

4.1 получим

||Ф1-1и(*)||, = I|п(Т)||, = I|<5-1(T)Q(T)u(T)||, > ||<?(T)u(T)||,_1/a >
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> 110СП«(*)П.-1/2«Р{с [ Р-1(У) >Р1/4(*)ехр{с [ Д-1(у)} МПи(*)П».
Jт Ут

следовательно, с учетом (2.44), получим (2.48) с к = 0 :

р1/4(<){ехр{с />(»)} адци(*)||, < ||ФГМ*)П. < с£||С'||,.
•/т 1=1

Далее

др1/4(*){ехр{с Г д-1(у) <ад||и(*)||, < дНФГ^МН. < с52 ||СЛ,. 
•/т 1=1

Поскольку д = р՜1/3, то мы приходим к (2.48) с к = 1. Доказательство формулы 

(2.48) завершается замечанием

/?р1/4(0{ехр{с [ Д-1(у)} «ЭД}||и»II. < д3||ФГ1««(<)||. < ||С,11,.

Для доказательства предложения 2.4 покажем, что условия предложения 2.3 

следуют из предположений предложения 2.4. Полагая у = 0 в (2.47), получим 

р՜՜1/^ £ Ф1'3; отсюда следует, что дф3 = (р-^фС))3 £ Ф1, т.е. (2.39)1 с 

д = р՜1/3^). Полагая у = 1 в (2.47), из (2.46) получаем рх14(2-г € Ф՜1/3, 

р^р^Ск £ Ф1/2 ! отсюда следует

=р֊3/3р4(р1/4<?-1)(рГ1р3/40<) £ ф°

(с учетом неравенства (2.45) | р-3^3р< |< е), т.е. (2.39). Из (2.46), (2.47) с 

р = р-8^3р3 6 Д1 ([О,Т]), (см. (2.45)), получаем условие (2.41) в виде

Р1<Г8КЬ,0]0 = (р1/4«-1)3рГ2р2[<31, (Мр-114О) е Ф°,

Р2(*)<г2(<з_1)»о=рз՜1««-2^^-1««)2 ֊ а՜1«?«] =

= (р1/4<?-1)2[2(р1/40-1р3/4рГ1с?1) - {р^-^р^] е Ф°,

так как

(Q-1)uQ = 2(Q-1Qt)-Q-1Qu.

С учетом (2.45), условие (2.42) следует из включения

Q-3Qt = (р1/4(?-1)3(р3/4рГ1(21)р<р-3/3 Е Ф՜1.
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Предложение 2.4 доказано.
Для доказательства замечания 2.6 заметим, что, с учетом (2.48), (2.39), мож­

но положить в (4.7) д = 1. Следовательно, весовая функция ехр{с р. '(у)} dy 

стремится к константе при стремлении t к 0. Таким образом, (2.50) следует из 

оценок (4.7) леммы 4.1.

ABSTRACT. The paper establishes local asymptotic representations for 
solutions of linear singular hyperbolic equations by means of Fourier 
integral operators. It is assumed that the coefficients of the equations 
are unbounded near a singular hyperplane t = 0. These representations 
generalize the well known Levinson’s asymptotic theorem from the theory 
of ordinary differential equations. They are useful for the study of some 
equations of mathematical physics. Another application is in the study of 
correctness of Cauchy problem for the partial differential equations with 
multiple characteristics.
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