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В работе предлагается метод эффективной факторизации Винсра- 
Хопфа для матриц-функций вида /•'(У Г՜’, где Е - рациональная матри
ца-функция, а факторизация матрицы-функции И известна. Постро
ены явные формулы факторизации относительно замкнутого конту
ра.Эти формулы приведены в терминах базисов ядер конечного числа 
операторов, действующих в конечномерных пространствах. Получены 
также формулы для частных индексов.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Г - положительно ориентированный, спрямляемый замкнутый жордапо- 

вый контур в комплексной плоскости С, ограничивающий область (О Е

Дополнение /?+ и I в плоскости С и {оо} обозначим через И

Пусть / единичный оператор, а 5 - оператор сингулярного проектирования

вдоль Г, действующий в пространстве (/,р =/>р(Г), I < р < оо) :

у? Е 1'р

Относительно кон гура Г дополнительно будем предполагать, что опера гор 5 

ограничен в пространствах Лр. Как известно, этому предположению удовлетво

ряют в частности гладкие и слабо лишпипевы контуры. Полное описание таких 

контуров можно найчи в [1].

Введем проекторы Р± — 1/2(/4: 5) и классы функций /,* = 1>Р '

/■’_ £р4-сопк1. В дальнейшем, множество п-мерпых век торов ( матриц поряди8 

п х п) с элементами из класса I, будем обозначать через /,’* (27* * ”) • Пусть Я 

- алгебра рациональных функций с полюсами вне Г. Для любой алгебры Л г 

единицей через (>.4 будем обозначать группу обратимых элементов алгебры Л՛
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Напомним, что правой обобщенной факторизацией Винер-Хопфа (или про 

сто правой обобщенной факторизацией) относительно контура Г матрицы 

функции IV Е б/Ьдд . в пространстве Ь,р является представление

Иф) = W'-(t)Alvvv+(t), ter, (i)

где • •
(i) и’+ e [Lj’]nxn (g = p/(p- i)), И7՛ e [tj]’”"*, ис g [t;I"xn, w:' e 

€ [Ь^]пxn> Aw (0 = diag [i*1,J*n], а числа К] > • • •> кп называемые правыми 

частными индексами W являются целыми.

(п) Оператор IV.P+WJ1 ограничен в L".

Если все частные индексы равны нулю, то факторизация называется канониче- 

осой. Число к = «!+••• + кп назовем суммарным индексом W. Для непрерывных 

матриц-функций W число к равно индексу Коши det W : к = indr det IV.

Левая обобщенная фак торизация определяется аналогично. Все результаты, 

полученные в згой работе, могут быть перенесены на случай левой обобщенной 

факторизации как независимо (см. Замечание 6), так и с использованием обыч- 

ных связей между правой и левой факторизацией [2, 3]. Гак как н дальнейшем мы 

будем рассматривать только правую обобщенную факторизацию, то условимся 

опускать термины “правая” и “обобщенная ’.

Введем оператор T(IV) = /\.IV + Р_. В дальнейшем мы неоднократно будем 

пользоваться одним результатом И. Б. Симоненко (см. [2, 3]) :

Теорема S. Оператор T(l-V), действующий в Lp (\ < р < оо), является 

Фредгольмовым тогда и только тогда, когда матрица-функция И допускает 

Факторизацию в пространстве Lp. При выполнении этого условия

dim Ker 7’(W) = — к։, dim Coker T(IV) = «r, Bid 7(И ) - к.
к.<0 . *։-°

Эффективные критерии существования факторизации известны для широко 

Го класса матриц-функций [2, 3]. В скалярном случае факторы IV± можно наити 

11 явном виде с помощью проекторов Р±. Однако в матричном случае (п > I) 

3,М’ективпые методы факторизации известны лишь для некоторых специальных
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к. »его» матриц-функций (в частности, треугольных [2, 3]) и функционально 

к лмутач явных ма триц-функций [3]).

1 ит՝ полос узок класс матриц-функций, для которых в замкнутой форме по-

I и । фак горизапионные факторы и найдены формулы для частных и и дек. 

< Наиболее завершенные результаты были в этом направлении получены ддя 

риц-функций, допускающих мероморфное продолжение в области Г+ [6 - 8]

К .»иной работе исследуется класс матриц-функций вида

И'=Г1/Г-', А'6 6’7?"xn, (2)

■
т р фак т »ризапия матрицы-функции U предполагается известной. Возможность 

эффек т инной факторизации для таких матриц-функций, основанной на исполь- 
9 9 *

зонании метода “отщепления нулей Ф. Л. Гахова [9], подчеркнута в работе [10]. 

II- в < илу своего алгоритмическою харакзтра этот метол не позволяет в явном 

ни.к՝ вычислить час тные индексы и строить факторизацию.

Пр< д юженный здесь метод позволяет вычислить частные индексы VV в гер- 

, .чмсрпостей ядер конечного семейства операторов, действующих в ко- 

՛ х врос । ране т нах, явный вил которых восстанавливается с помощью 

риц функций /•' и фак горизационных фак торов U (см. §3). Факторы IV стрел 

лтся с помощью базисов ядер этих операторов (см. §4). Получены также эффск- 

■ и ie критерии канонической факторизации и устойчивости частных индексов 

II ։ ՛ м ^3). Метод основан на одном опера торном 'тождес тве ($ 1), выраженном 

। латричного сцепления (matrical coupling) [11]. Эго тождество позволя

ет свес ти исследование фредгольмовых характеристик оператора T(W) свести к 

из , ч- пи) конечномерного оператора, д։ йс гнующего на конечномерном прострап- 

сгве ( м. §2). Ранее, подобный подход был использован в работе [12], тле н°՜ 

।: «и каноническая факторизация матрицы-функции, известная под названием 

Храпкова-Даниэля (см. $5). В §5 приведены ч акже примеры матриц-функций IV 

՛ <п\ f ■։ тих представление (2), и интересных с точки зрения приложения.
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$1. ПРИЛОЖЕНИЕ МЕТОДА МАТРИЧНОГО СЦЕПЛЕНИЯ

Пусть А : А։ । ♦ У։ и В : У2 »—♦ Д'2 - линейные ограниченные операторы, 

действующие н соответствующих банаховых пространствах. Операторы А и 

/у называют матрично сцепленными, если существует обратимый матричный 

оператор

обратный которого имеет вид

Оператор /? называют индикатором Л, а равенство Ф՜1 = Ф - соотношением 

сцепления опера торов А и Н. Определение и свойства ма тричного сцепления да

ны в работе [11]. Там, в частности, доказывается, что образ, ядро и обратный 

оператор (и другие фредгольмовы характеристики) оператора А могут быть вы

ражены в явном виде с помощью элементов соотношения сцепления и соответ

ствующих обтектов индика тора 8. Здесь мы приведем одну частную реализацию 

этого метода, имеющую важное значение для дальнейшего.

Лемма 1. Пусть ЛЗ.Л'г - банаховы пространства, Т : Л’| •—♦ Л2, К : Л) i—* 

- линейные ограниченные операторы. Предположим, что оператор / обла

дает обобщенным обратным 7(՜՛^ (т.е. Т = ТТ^ ՝■ — ^),

а оператор К нормально разрешим. Далее, пусть }| /т А х her 1 У? = 1т 

К к Ксг А : У| । » У2 - линейный оператор, действующий следующим

образом :

Ж 1 - тождественный оператор па Л'2. Тогда операторы Г-К и А матрично

I Г,|СПЛСХЫ.

Доказательство. Введем следующие операторы :
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Л՜2 ।—>Х|, С2 = (Т( '^lim к /|ксгт) : V 1 ՛—♦-V1,

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в равенстве

Т - К 
/?2

Последнее равенство является соотношением сцепления. Лемма доказана.

Из Леммы 1 и Теорем 1.1 и 1.2 работы [11] следует

Теорема 1.Н условиях Леммы 1 оператор Т — К имеет обобщенный обратный 

(соответственно, левый, правый, двусторонний) тогда и только тогда, когда 

А имеет обобщенный обратный (соответственно, левый, правый, двусторон

ний). Если - обобщенный обратный к А, то

(Т- = С, - С2А(-1)Са

является обобщенным обратным к 7’ — К. Далее, Т — К - (полу)фредгольмоа 

тогда и только тогда, когда (полу)фрсдгольмов оператор А, в .этом случае

dim Кег (7 — К) = dim Ker A, dim Coker (7' - К) = dim Coker А,

Ker (Г- К) = С2( Кег Л), Im (Г- К) = С’3՜' 1т Л.

9 •

Замечание 1. Теорема 1 представляет особый интерес в случае, когда К ко- 

печномерный оператор. R этом случае индикатор А также является конечно- 

мерным. Если одновременно оператор 7’ фредгольмов, то А действует из одпогс 

конечномерного пространства в другое. Таким образом, 'Георема 1 позволяет вос‘ 

станавливать обобщенный обратный, ядро и образ фредгольмова оператора при 

конечномерном возмущении с помощью решения одной конечной алгебраически" 

сис темы. Следует отмстить, что результаты такого рода встречаются у мно|ИХ 

ангорой (см. [12, 13]). В частности, в работе [12] при дополни тельном предп*-1'10՞ 
* 

жении, что 7 - фредгольмов оператор с нулевым индексом, л К - конечномср։"՝111 
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оператор, исследование оператора Т - К сводится к оператору, совпадающему 

с А, заданному в виде (3). Применение метода сцепления позволяет не только 

освободиться от дополнительных предположений, но и сильно упростить дока- 

зательство.

§2. ТЕОРЕМА ОБ ОБОБЩЕННОМ ОБРАТНОМ

Предположим, что матрица-функция (/ Е С допускает факторизацию и = 

= бСАг/Щ. R пространстве (1 < р < оо), \и = diag [Г>.....Г"], Е Е СПп*п,

а матрица-функция IV Е определена равенством (2). Обозначим матрицы- 

функции $“■*(/, 1~} IV (у Е Ж) через (/у, IV, соответственно (в частности, Уд = У, 

И о = И/”). Из равенств 

7’(1У;) = Р(Р+У> + Р-)Е~} + (/’_Г- ЕР_)Е~' + (Р+Е- ЕР^У,Е~\ 

следует справедливость представлений

Т(№;) = ГТ(и,)!■-'- К,, ]&71, (1)
9 

где операторы определены равенством

= 1(Г5-5Г)(^убЖ (5)

* •
Iак как /ЛЬ' — ЕР является конечномерным, то конечномерными являются также 

операторы Ку Е Ж). Если представить матрицу-функцию /•’ в виде

То

։~ гомоморфизмы определенные по формулам .

Шп
- /)Г-'(г)У(г) Лт,
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'(r).v(r) dr.

В силу Теоремы S, FT(Uj)F~' фредгольмов и, следовательно, обладает обобщен

ным обратным. Из представлений

FT(t/i)F՜1 = F(P+U- + /,-f/+l)(r+rJAl/ + P-)U+F-' (6)

следует, что [FT(Uj)F~ '](՜ '' может быть найдена по формуле

ср' = [АТ(1/>)е-'](-1) = Fi/;'(P+(Mÿ' + p.)(p+u:' + p.u+)f՜', j e a

(7)
Пусть Qj и Sj - ядра операторов FT(Uj)F՜' и Ср՝ (j € Ж), соответственно. Как 

видно из равенства (6) пространство (j Е 2Z) совпадает с множеством вектор- 

функций вида FU^'q, где q = col [çi,...,Çn]i а 9« (* = 1>-«чп) ’ произвольный 

многочлен степени не более j — — 1 и тождественно равный нулю при к, > j.

Аналогично, из равенств (7) следует, что пространство Н; (j G ZZ) совпадаете 

множеством векгор֊функний FI\U-q, где q = col [ÿi,<?n]։ a Çi (» = L—.n)- • • • , • . « a
многочлен степени не более «,• - j - 1 и тождественно равный нулю при к, < j.

Как известно, оператор 7Г;, определенный равенством

= I - FT(Uj)F~'c\]\ jeZL, (8)

является конечномерным проектором, см. [5]. Эго утверждение легко следует из

также конечномерности оператора Г+1 7 Л г/Л. и соотношения 
• •

= /■’Р+(/_/’+г-'Л(//’.(РЛу| - /)(/’+сс' + р.и+)р՜'.

Введем операторы :

Ср՝ = (с<» /) : 1ш К, X Я,

V Л“.—1тКх^, _)6Ж,
\ /

= (/ — : 1т К] ♦ 1т

л!/’ = -К, : Я; I— 1т Кь

= тг; : 1т Л'; ।—► Еу, ] £ Я, »• •
/л(?) д0)\

Aj — ( 2 ) : 1п> К; х Пу »—> 1гп х Н), j £ 22.
3

Из представлений (4), Теоремы Я и 'Георемы 1 немедленно следует
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Теорема 2. Пусть F £ СП.™՞, U £ G/-„ „ w = f-, Матриць։.функции

Wj (j £ И) допускают факторизацию о Lp (\ < р < х) и операторы T(Wj} 

фредгольмовы в Ь„ тогда и только тогда, когда матрица-функция U допус

кает факторизацию в пространстве 1,р. Если представление U = U^Xt,U+ 

„лается факторизацией U в пространстве 1,р, то обобщенный обратный к 

7'(И';) может быть построен по формуле

T(-»(ivJ) = cf>-c<»x<֊1>c<», >еа, (12)

где операторы Ck , Aj (k = 1,2,3; j Е 2Z) определяются соотношениями (5), 

(8) - (11). Болес того, справедливы равенства

dim Ker T(Wj) = ay, dim Coker T(Wj) = 0)։
,3 (13)Ker T(lVj) = C^X Ker Ay), im T(Wj) = Ay),

где oij = dim Ker Aj, ftj — dim Coker Aj, j E 2Z. • <

Замечание 2. Используя разложения типа (4), результаты подобного характера 
* « •

могут быть получены и для операторов VV/\ + Р_, 4֊ И'Р_, Р+ 4- P_W,

53. ФОРМУЛА ДЛЯ ЧАСТНЫХ ИНДЕКСОВ

И НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ

Пусть матрица-функция U допускает факторизацию U = U-XyU+, а И' опре- 

Делена равенством (2). Тогда из Теоремы 2 следует, что матрица функция IV 

также допускает факторизацию вида (1) с суммарным индексом к. Из предста

вления (4) при j = (), конечномерности Ко и Георемы S следует, что суммарный • •
индекс U также равен к, (см. [5]). Очевидно, что частные индексы IVj (J С Ж) 

Раппы числам к\ — J, — j. Пользуясь Теоремами S и 2, получим

В 
cYj = dim Кег (J — (^)

к.<;

^*куда, в частности, следует, что последовательность neoi рица и льных чисел 

монотонно возрастает. Записав (14) в виде

ctj = uj - к 4- («։ “ j)> i €
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легко заметить, что

Оу — О,
(ij > max[0, nj — /с), 

= nj -

при j < кп,
при Кп < j < Kj, 
при j > Kl.

(15)

Теорема 3. Пусть представление U = U-AuUj. является факторизацией 

матрицы-функции U л пространстве Lp (I < р < сю), операторы Aj (j £ ^r, 

определены равенством (II), otj = dim Ker Aj и матрица-функция W определен^ 

равенством (2). Тогда - количество частных индексов матрицы-функции 

И’, равных j, определяется по формуле.

"(J) = °7 + 1 ~ •+ <Ъ-Ь j € Ж. (16)

Доказательство. Записав формулу (14) в виде 

л
а) = 52 О ~ гпМгп)> (17)

т= — оо

получим
• а

о, + ։ - О; = ^(т), ] е ж, (18)
т<) • '* ‘ м

откуда следует равенство (16). Георема доказана.

Как известно (теорема Гохберга-Крейна-Боярского), частные индексы мат- • • *
рины-функпии 11’ устойчивы при малых возмущениях тогда и только тогда, 

когда к\ — кп < 1. Этот факт позволяет получить следующий эффективный 

критерий устойчивости частных индексов.

Георемн 4. Пусть выполнены условия Теоремы 3, к - суммарный индекс 

матрицы-функции U, а целые числи q и г (0 < г < п) определяются из cooiM0՛ 

тения к — qn + r. Тогда для устойчивости частных индексов W необходимо v

достаточно, чтобы

о, = 0, o9f| - п - г. (19)

Доказит<льстпо. Пусть выполнены условия (19). Поскольку п г = n(<?4-l)'A' 

то из соотношения (15) следует, что Kj < q 4- I и к.и > q. Для доказательна 

дост а точное । и остается применить георему Гох6ерга-Крсйна-Б<>яр( кого.
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Докажем необходимость. Иа теоремы Гохберга-Крейка-Боярского следует

существование таких j Е Ж, что

ИЯ + „(j + I) = «, + 4- 1)И>+ 1) = к.

Отсюда имеем jn + i/(j + 1) = к. Учитывая, что к = qn + r, получим i/(g) = п-г 

и i/(g + 1) = г, т.е.

К| — • • • — «г — q + 1 , «г + | = • • • = кп — q

Равенства (19) следуют теперь из соотношений (17). Теорема доказана.

Заметим, что матрица-функция IV допускает каноническую факторизацию 

тогда и только тогда, когда ао = 0 и к — 0. (следующая теорема дает кри терий 

канонической факторизации только посредством чисел а,.

Теорема 5. Пусть выполнены условии Теоремы 3. Тогда, для того чтобы 

все частные индексы матрицы-функции IV равнялись числу у, необходимо и 

достаточно, чтобы

О — 0, ^7+1 — ՝

II частности, чтобы матрица-функция IV допускала каноническую фактори

зацию в пространстве Lp, необходимо и достаточно, чтобы ог> = U и он = п.

Доказательство. Необходимость следует из 'Георемы 4. Докажем достаточ-

1ЮСТ1,. В силу (18) имеем cyj + i - tv, < п (j £ Ж), причем равенство выполняется 

։՝олько при условии j > А). (’Ледоваitjii.ho, у > м- Осталось заметить, что из 

соотношений (15) следует, что у < кп. Теорема доказана.

Замечание 3. Для j [лП|К|] имеем р(_/) — 9. Поскольку, лп > — и < Po, 

’о из соотношений (15) следует, что для определения частных индексов II 

;։осгаючно определить размернос ти ядер + ßci ~ 1 конечномерных • >нерл ՛ <՝р< >в 

Лд„_|. Лучше всего начать вычисление о; с j = q, где у определяется

111 «от>1отСИИя к = </н + г (</. г е 71.. О < г < п). Далее следует уменьшать j ди 

'*х “С’Р, пока а, станет рапным нулю и унеличиоагь j. пока пу станет рапным 

"J ֊ к.
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Замечание 4. Зафиксировав некоторые базисы пространств m кь »>. s.
(j e Ж) и записав матричные представления операторов Aj в этих базисах

Теоремы 3 - 5 можно сформулировать посредством рангов соответствующих 

матриц.

и ФАКТОРИЗАЦИЯ

Введем подпространства Nj С A" (j € 2Z) равенствами jVj — (Ker Aj)։i> 

операторы определены формулами (9) - (11).

Лемма 2. Пусть матрица-функция U Е G допускает факторизацию й 

пространстве Lp : U = Пусть частные индексы матрицы-функции

IT, определенной равенством (2) , принимают значения > р2 > •• • > 

т.е.

л । — • • • — К; । — р । > к։, 1 — • • • — — р2 > — Н»-1

> *1._| + 1 = = =Р«,

a p,+ i Е Ж - произвольное число, удовлетворяющее неравенству цг + \ < у. 

Тогда

N। +1 С ^/i, + I » J = । > •••։ Р» — Pi+I » ։ — I , 2, Я.

Болес того, подпространство

-V+. + i T//VM։.+ 1 + l + •••-♦ + ь » = 1,2..... s

обладает прямым дополнением а пространстве /VP։ + | с размерностью p<wUJi

М

Доказательство. Из Теоремы 2 следует, что Nj = Ker /'(Wj). Пусть ։։ред<ld
11՛вление И’ — 1Т_ AvylVj является пекозорой факторизацией матрицы-функпии 

в пространстве Лр. Как уже указывалось в §2, пространство (j € гопП 

ласт с множес твом век тор-функций 1у, где q — col [71,qtl], a Qi - М|,<)|0 ' 

с тепени нс более чем j — к, 1 и тождественно равный нулю при к։ > J

Пусть Уц,...,У|։/(М։столбцы матрицы функции
Л eld

до (- Ж - произвольное число, удовлетворяющее неравенству рп > Р>-
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видеть, что если ; < то Л, = {()}, а ,1ри , е (, - |...... .,) „ качестве

базиса «V; можно выбрать систему нектор-функний

{^V*>w : k - i, т _ I,i/(/ifc); l = (), - )}.

В частности

/Vp.-Ы — ( .4.1 + 1 ՛ I = 1..... s, (20)

откуда следуют все утверждения леммы. Лемма доказана.

1 еперь докажем, ч ю фак юризационные факторы IV могут бы ть восстано

влены с помощью базисных элементов пространств С Ж).

Теорема 6. Пусть выполнены условия Леммы 2, Н< (1 = - некоторое

прямое дополнение к пространству ЛР։+1 + 1 Н •" Р<‘-0,+ ’Л/Р։ + 1+ ։ в простран

стве Л/м, + 1, система вектор-функций А\1,А\и(/<։) есть произвольный базис, 

в //. (I = а матрицы-функции Л", 1-Г+, , 1Г_ определены следующим

образом :

Тогда представление (1) является факторизацией IV в пространстве Lp.

Доказательство. Используя обозначения Леммы 2, из (20) получим, что

» ‘'(и*)

Ата = УУ^ ЧтЛ'ы» т= I 1= 1,...,р(дт), (21)
Л=т /=1

• д<՛ " многочлен со степенью не выше, чем ~ М*- Рассмотрим матричные

полиномы (к = т = 1..... г») порядка //(/и) х 1/(/1т) :

(
Чтп I ^ти(/1т) \

*
I 

^гп1

Очевидно, что равенства (21) эквивалентны матричному равенству А - И Ч?,

гЛе . блочная матрица-функция вида

/У! <> ” \У? У1 ••• о
У - : : I ’

\у; и; ••• о՛.'
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Из построения системы вектор-фупкций Л\։- (к = i = 1,..., ^(/з*)) следует 

их линейная независимость, а поскольку диагональные блоки Q - постоянные 

матрицы, то det Q = const ф 0. Следовательно, = Л'՜1 = Исходя
*

из предположений, сделанных относительно IV+ и структуры матрицы-функции 

Q՜ 1, мы теперь можем применить теорему об общем виде факторов (см. [2], гл. 

VII, Теорема 1.2). Теорема 6 доказана.

Замечание 5. В случае канонической факторизации факторы могут быть по

строены иначе. В этом случае IV”՜1 можно взять равным где Е'п -

единичная матрица-функция порядка п х и (более подробно, см. [2], гл. VII, §3).

Замечание 6. Левая факторизация IV строи гея аналогичным образом. Для этого 

вместо операторов T(U) и Т(IV) надо взять -1֊ P-U, Р± 4- а построение 

факторов начать с IV՛ 1

§5. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ

1. Пусть f 6 C7Z, wn,W|2,w22 е />оо- Рассмотрим матрицы функции порядка

(2 х 2) вила

IV = »11
/2W|2 4֊ /(W|J - w22) (22)

Легко виде ть, что W = FU F 1, где

W1I 4֊ /W]2 
о

U W11-UZ22 \

W22 - /։П|2 У ’

Таким образом, факторизация матрицы-функции (22) сводится к факторизации 

треугольной матрицы-функции и. Проблема эффективной факторизации трс 

угольной матрицы-функции второго порядка достаточно хорошо исследована и ее 

подробное изложение можно найти в [2], гл. IV и в [3], гл. IV. Явная факторизация 

построена в работе [14].

Наиболее простым является случай Шц = м22. Дсйстви гельпо, в этом случае 

и - диагональная матрица, и ее явная факторизация сводится к факторизации 

двух скалярных функций П/ц ± /И^д. Матрица-функция такого вида, с. более 

слабым требованием относительно / (а именно с заменой / С на /2 Е Я.), 

известна в литературе под названием функции Храпкова-Даниэля. В связи с
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приложениями в теории дифракции, акустики и упругости, она исследована

многими авторами (см. [12], [15] ֊ [21]). В работе [12] построена каноническая
факторизация (22) при ГРц = 1У22 = 1.

Заме1 им, что матрицы-функции вида (22) с точностью до подобия посто

янной матрицы описывают класс матриц-функций вида с матрицей 

функцией У, имеющей верхне-треугольный вид и Г е С7г2х2. Действительно,

если

И/ = 1Лц

М21

Ш|2

!Р22
/и
Л1

то требуя, чтобы левый нижний элемент матрицы-функции /"“’И7/7 был равен

нулю получим
/21

/1 1
(гдн - м22).

Требование । 0 можно удовлетворить, переходя от IV к матрице-функции

/° и/ (о ц 
\ 1 0) \ I О} ■

2. Рассмотрим матрицы-функции вида

п-1

W = Yal։Q\ (23)
4=0

Без потери общности можно считать, что - полиномиальная матрица.

Пусть ^(А,0 (; = 1,2,т < п, А ЕС, I € Г) - элементарные делители 

матрицы-функции над полем рациональных функций, - сопровождающие

матрицы </>у(А,£), ф = Ша£ [</>), ..,<^т] - вторая нормальная форма /’ - преобра 
• _

зующая матрица-функция (с.м. [22]). Так как

{
п-1 3

4=0 )

то факторизация И' редуцируется к факторизации матрицы-функции

п — I 
ч = У2а**‘- 

4=0

В работе (23] указан способ снедения факторизации матрии-функции такого 

типа (а также обшето вида (23)) к последовательному решению нескольких
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«к* * « ш *■ ■» ' «в •

скалярных задач Римана нас римановой поверхности, заданной неприводимыми 

алгебраическими уравнениями = 0, где Vj определяются из равенств

Алгори тм для конструктивного решения последней задачи можно найти в [24].

В частном случае, когда элементарный делитель имеет вид А — /(£), 

матрица-функция Vj является /-циркулянтной и ее факторизация может быть 
• ՛

сведена к факторизации рациональной матрицы-функции [25]. Указанному уело- 

вию удовлетворяют матрицы-функции вида (23) с дополнительным условием 

1г Q = tr Q2 = = tr Q"-' - 0 [26].

Подход, предлагаемый в данной работе, наиболее эффективен в том слу- 

чае, когда все элементарные делители представляются н виде = (А — д}У> 

(J = 1,...,т). Действительно, тогда рациональным преобразованием матрицу- 

функцию Q можно привести к третьей нормальной форме. Следовазельно, 

матрица-функция вида (23) представима в виде (2), где U имеет треугольную 

форму. Пели s} = 1 (j = 1,...,п), то матрица-функция U лиагональна. Очевид

но, что при непрерывности (либо кусочно-непрсрынности) IV, Теоремы 3 и 6 

дают явные формулы для вычисления частных индексов и факторизапионных 

факзхэров W (ср. с [27]). В качестве примера матрицы-функции, обладающей 

указанным свойством, можно рассмотреть матрицу

/։)/,()••• о \
О 0 /2 •• О

= : : : : ■

0 о (1 •••
\/„ 0 0 ••• 0 /

где /|/а • ■ /п = J" и 5 £

ABSTR ACT. The paper presents an effective method of Winner-Hopf 
factorization for the matrix functions of the form FU F~\ where F is a 
rational matrix function and the factorization of the matrix function U 
is known. Explicit formulas for factorization, relative to a closed contour 
are constructed. These formulas are given in terms of basiscs of kernels 
of finite number of operators acting in finite dimensional spaces. Also 
formulas for the partial indices are given. 
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