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О МЕРАХ, ОРТОГОНАЛЬНЫХ К АЛГЕБРЕ 
ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ПО АРЕНСУ-ЗИНГЕРУ ФУНКЦИЙ

Пусть Г—некоторая подгруппа аддитивной группы вещественных 
чисел R. наделенная дискретной топологией. Каждый элемент а £ Г по
рождает непрерывный характер Xе группы в, определяемый соотноше
нием X“ (а) = а (а), а £ С. В данной заметке описывается структура 
мер, ортогональных к алгебре А — равномерной алгебре на С, порож
денной характерами Xе, а£Гц_ = (а £ Г; а.>0}.

1". Напомним (см. [1], [2]), характеры X-, а£Г, образуют орто
нормир ованный базис в £’ (Л), где а — нормированная мера Хаара 
группы С։. Для каждой функции /££’ (Л) существует формальный 
ряд с (а) Xе. Множество тех а£Г, для которых с (а) У= 0, назы- 

«6Г
вается спектром функции / и обозначается через ■$(/).

Пусть (Ц3хед — система окрестностей единичного элемента груп
пы 6', и ||։.*| —такая система положительных непрерывных функ- 

։>э 
Х£Л

ций на <7, что для любых 8 > 0, ).
I) множество 5(ф։,х) конечно;

11) К хСа)4^։, если а£(Л;
III) [кхЛ = 1. 

а

С помощью этой системы функций определим операторы Бохнера- 
Фейера п для С (О)

)£Л

К. X (/) («) =р(«Г։)Нх (₽)<*>(?)- 

а
Очевидно

IV) |/С»,х< —1, 1п£ аир |^г, х (/)(«)—/(а)| = 0 и 5(К։. х (/)) коне-5, X 
чен и содержится в 5 (/).

Для каждой регулярной борелевской меры ц на й можно определить 
формальный ряд Фурье-Стилтьеса

Р ~ X с (а) Х°.
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Как и для функций, множество тех а, а£Г, для которых с(а) =0, на
зывается спектром меры Ц. Если 5( р) конечно, то |1 абсолютно непре
рывна относительно а. И поскольку М(С>-<пространство всех регуляр
ных борелевских мер на С—является дуальным к С (О), то операторы 
Л’г >, 8 > 0, X £ Л, порождают сопряженные операторы К1, х, <^>0, Х£Л, 
действующие на М ( С)-

На семействе пар |(8, Х)| можно ввести порядок (\, X,) <(В։, X,),.
>.ел

если 8։8, и {/а «= £/։. При таком упорядочении семейство операто
ров |Л7. 1)։>0 превращается в сеть.

>ел
Из условий I), И), III) непосредственно следует: для любого 

нт
V) 5 (К..; (р)) состоит из конечного числа элементов и содержит

ся в 5 (р);
VI) |К»',х(н)|< |р|, и сеть меР > 0, ХРЛ, слабо* сходит

ся к мере р.
Для каждого числа х £ R определим элемент ах£ С : 7." (1х)==еах< 

а£Г. Если Г не изоморфна 2, что и предполагается всюду в даль
нейшем, отображение х -> ։х осуществляет изоморфизм веществен
ной оси на некоторую плотную подгруппу труппы С, которую также 
будем обозначать через R. Поскольку сужение конечного ряда 

т
/='£ с (ап)7ая, ап^-0, на любой класс смежности аЯ группы С по R 

л«-1
т 1г

имеет вид /(аах) — у с (ая)Ха՞ (а) е '|Г, то функцию / можно продол- 
п=1

жить до аналитической почти периодической в верхней полуплоскости 
над аИ функции.

Зафиксируем а£Г+. Пусть Са — 1а £ С; а (а) = I). Рассмотрим го
моморфизм Л : Са X R —* 6, К (а, .г) = а-ах. Множество Л» = Са X 

[ к 2тс . к 2 к \
XI--------- 1------к,------ 1- — к ), для любого к £ 2, является фундамен-

I а а а а /
тальной областью для отображения А, т. е. Л взаимно однозначно 
отображает А* на С.

Пусть тв — мера Хаара группы Сп- Тогда мера а на Л*, о =ао/։|л’4>. 
равна

<7° = — </Та X <7х. (1.1)

На локально компактной группе Са X R рассмотрим меру. «/7 = 
_ V ^х

— а^а * у_|_ 1 и с ее помощью определим меру 7 на С, полагая 7 —

1% . Так как сужение 7 на /* абсолютно непрерывно относитель

но меры о, то мера 7 абсолютно непрерывна относительно меры о»
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Для нахождения производной Радона-Никодима этих двух мер опре
делим на Са / R функцию

Так как Ка (а, х) — переодическая по х функция с периодом —•
а

то Ка 4- Х.СА 1 — непрерывная на С функция. Покажем, что
О 77 ~

7=֊ К,3. (1,2)
а

Действительно, из (1.1) имеем:

<1 (7%)'/ч = К„ (а, х) X с/х = ~ Ки (а, х) (— с^а X <1х V—
а \2 л /

2 т:
^ — Ка(л, х) </(ооА)|^.

а
'Следовательно,

2^2;7=--- Ла-3.
а

2°. На компакте X— Са X Т, где Т — единичная окружность, 
рассмотрим алгебру А (X) всех непрерывных функций на X, которые 
при каждом фиксированном а £ Са продолжаются до аналитической в 
единичном круге функции, т. е. до функции из диск-алгебры. Зная 
свойства диск-алгебры, можно исследовать алгебру А(Х). Например:

а) поскольку для любого (6’а) функция / (а, е'°) — ё(я) при
надлежит А (X), каждое подмножество в X вида |а} X Т, Са являет
ся максимальным множеством антисимметрии, т. е. каждая веществен
ная функция из А (X) постоянна на множествах вида [«} X Т.

Следующее утверждение менее тривиально:
в) каждая мера (X)՜1՜ имеет вид 7* = </*аХ/(а, е'’) «/в, где 

тв—некоторая положительная мера на Са,/(а, еЛ) —функция на X, изме
римая по мере > и такая, что при каждом фиксированном а£О(„ поч
ти для всех а по мере ъ, функция /(а, е,&) принадлежит Но — прост
ранству тех функций ив йространстза Харди Н' г.а Т, аналитическое 
■продолжение которых в единичный круг обращается а нуль в целтре 
круга.

Для доказательства этого факта достаточно заметить, воскольсдвав- 
апись а), что каждая крайняя мера из единичного шара мар, ортогональ
ных к А (X), сосредоточена на множествах вида {а} X Л (Л € ^а. А так 
как сужение А(Х) на {а}ХТ есть диск-алгебра, то по теореме М. я Ф. 

Рнссов эти меры имеют вид § с№, где ё^Н'о. Применив теперь теорему 
Крейна-Мильмана, получим требуемое утверждение.

с). Пусть /= !/£ Л (X); У (я, е,в) — ё^А (Х)> -- гд?ал
ш Л(Х). Тогда каждая мера имеет В"Д 7* - с?'-.. X. е 
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где '•а — некоторая положительная мера на Ga, а /(а, е'")— функция 
на X, измеримая по мере •» и такая, что при каждом фиксированном, 
а, почти для всех а по мере '»а, функция / (а, ел) принадлежит Н'.

Утверждение с) непосредственно следует из в).
Для дальнейшего заметим, что конформное отображение «>-Ф(г) =

/ — z „=------- верхней полуплоскости в
i 4֊ ֊

жение пространства Харди Н' в

торые представимы в виде #°Ф,

единичный круг порождает отобра-

С гЧ) тех Функций на R, ко֊ 
\1+х2/

где 8^Н'. В частности, это ото՜
бражение переводит каждую меру v^/1, d^ — diaXf (а, е'։)(/ввме

ру т на Ga X R, d~ = dta Xf (а. Ф(х)) dx 
l֊Fx2

Пространство таких мер

на Gn X R обозначим через Мп.

Теорема. Для каждой меры v £ Л L найдется такая мера 
л — 1 2 ТС
v £ Ма, что v°h = — 

а
◄ Из построения алгебры А видно, что мера V принадлежит Лх 

тогда и только тогда, когда 5 (v) — спектр меры v — содержится в 
Гя\|0|. Поэтому, если в силу свойства V), мера *։,х =
= К1, > (р) также принадлежит Дх. Так как S(vj. >) состоит из конеч
ного числа элементов (см. V), то мера V«; х абсолютно непрерывна от- 

/к
носительно меры а. Более того, vj, х =/’, где / = V с (а*)/-°* — неко

их
торая функция из А.

Функция х) •= У с(ал)7а* (а) еМ*х на GaXR при каждом фик

сированном я £ Ga продолжается до аналитической почти периодиче- 
/ dx \ ской функции в верхней полуплоскости. Поэтому /%(«։•) £НЧ------- ) •
\14֊х։/ 

~ ~ dxСледовательно, мера *։, х, d^i, х = f°h(a, х) d-[a X------- > принадлежит
1+х2

Ма, И В силу (1.2)
2 тс
--- Ка ’ У«, X = >г, Х°Л (2.1)՜ 
а

Покажем, что сеть мер { *։, х} сходится к некоторой мере v £ Ма.
Х6А

Действительно, так как Fn = Ga X Г-----— + ^ Л, — + — фунда-՜
I в а а а /

ментальная область (при любом k £ Z) для отображения h и d (<։°Л)|гА=՛ 
= ^/ТаХ</х’ Т0 *0’.*°А)1'=* = Л/оА<а՛ *) <haXdx, (а, х)6Л, и

ТС 2 JP

Л I 2"
(22)
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Следовательно, (см. VI)),

(2'3>

Поэтому из слабой сходимости сети мер (ма. > ) и (2.2) следует слабо* 

сходимость сети мер { >(za*}» &ÇZ, в пространстве, дуальном к

С (R) = {АФ (х), f С( 7’)}. Применив теперь (2.3), получим, что сеть мер 

слабо* сходится в дуальном к С (R) пространстве к некоторой 

мере *. Так как *՛, .£Л/и, о > О, л£Л, то и ч(^Ма. Из (2.1) имеем 

а
Для каждого Е cG»XR и x^R под Ех подразумеваем мно

жество |(а, (/)£G„XR; g — x)££j.
Следствие (теорема де Л ю-Г л и к с б е р г а [1]). Пусть 

V А '■ и Е—такое борелевское подмножество в G, что для некоторого 
X е R, М (Е".х) = 0. Тогда |т| (£) = 0.

◄ .Пусть у^Ма— такая мера, что —Кау — Так как vIf* = 
а

= —V°AK (см. (2.2)), то из М (Е-ах) = 0 следует |vjП 
а (1 + х։)

Л h i1 (Е-ах) = 0. Поэтому |»|А-1 (£.,г) =0. Поскольку =</voX/(a. х)Х 

. dx / dx \
X------- — • /(а, •)£//’( ----------  I • ТО почти для всех а £ supp уа,

gl -Ь х։ 7 \ 1 4- х։ J
по мере уа> для которых/(а, ։)^0, лебегова мера множества (a, R)Q 
ПА-1(£-ах) равиа нулю. А так как Л-1(£-ах) = А“։ (Е) + ж и мера 

Лебега инвариантна относительно сдвигов, получим |*|(Л-1 (£)) = 0.. 
Следовательно,/М (Л՜1 (£)П£*) = 0. Таким образом v (Е) = 0. ►
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