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Э. О. НАЗАРЯН

О КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ ПРОСТРАНСТВА Сп 
НА ПРОСТРАНСТВО Cm(m<n), ПРИДАЮЩИХ ВСЕМ

КОМПЛЕКСНЫМ ПРЯМЫМ ОДИНАКОВЫЙ ДЕФЕКТ

В настоящей работе рассматриваются гладкие отображения обла
сти G с: Спг на область G* с CS (т^.п), конформные на комплексных 
прямых и придающие всем комплексным прямым, проходящим через 
каждую точку Q£G, одинаковый дефект, зависящий только от точ
ки Q. Построен,-в замкнутом виде, класс подобных квазиголоморфных 
отображений Ео (и, т), где т~21, который в частном случае, когда 
п~т’=21, совпадает с классом В. В. Юрашева (см. [5]).

1°. Рассмотрим отображение

Т: wl=fl(z1,--,ln)£Cl(G), /=!,•• -, m

области Gс С", принадлежащее классу квазиголоморфных отображе
ний Во (и, т, к), конформных на комплексных прямых (см. [6]). Пусть

Td: w = Az 4֊ Bz
—дифференциал отображения (Г). Здесь

w = (ш1(• • •, wmy, z= (zu■ z„)', A = (ail), B = (bii),
. , . ldwt\ , f dwt \/=!,• • •, m; y = l,• • •, n; ац = -—I , Ьц = I >

\OZj JZ^Q \ Ozj Jz~Q

Rang A = к -C m.
В силу теоремы 2.1, доказанной в работе [6], для того чтобы 

отображение Т^Во(п, т, к) в точке Q, необходимо и достаточно вы
полнения условия

(Дш)'Вш = 0 (1-1)
для всех ш = (и,, - • ■, шл)', или условия

A'B=W, (1.2)
где ’F—некоторая кососимметрическая матрица.

Если Т^Во (n, т, к) в точке Q, то комплексная прямая
z = <of, (1.3)

где t — комплексный параметр, при отображении Та переходит или в 
точку, или, вообще говоря, в действительно двумерную плоскость с 
уравнением
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т = Д-в/ + Вш /. (1-4)
Дефект плоскости (см. [3], стр. 411) (1.4) вычисляется по формуле 
(см. [4])

, . . ________ с (ТЬ, Вш)______\ п 5у
1е((«», </) 2 1ч(|Ли։|։_|5ш|։)։ + 4(7(Д։и։ Вш)/

где С (Ди>, Вш)—определитель Грамма векторов Аш, Вш.
Определение 1.1. Отображение

Г: wi = fife,- • ■> zn)£ С1 (G), /=!,•••> т
области [С с Сг на область 6* с С", принадлежащее классу квази- 
голоморфных отображений Во (п, т, к) в точке С, принадлежит к 
классу Еа (п, т, к) в этой точке, если дифференциал Та придает всем 
невырождающимся комплексным прямым, проходящим через точку (), 
одинаковый дефект.

Пусть Т^Во(п, т, к) в точке (2- Преобразуя формулу (1.5), по
лучаем, что

def(w Та) = (______ 2(Мш|>|ВшР-|(ЛшуД(о/)
\( |4ш|։— |Вш|։)« -1֊ 2 (|Дш|։ |Всо|» -ЦД ш)' B<O|S)

Так как отображение Та удовлетворяет условию (1.1), то 
(1.6) в этом случае принимает более простой вид, а именно

def ту =

Пусть def (w, 7d) = o^>0. Тогда из (1.7) получаем, что

формула

(1-7)

О |Дш|» = |Вш|», (1.8)

где либо а = (1-)֊)/ 1—84)8-2, либо а =(1 — ]/1—о4) о՜2!. Условие (1.8) 
эквивалентно следующему: 

аш'А'А ш = ш'В* Вш ■ ■
или 

ш'(аД' А—В*В)ш=0. (1.9)
Положим С = аА'А—В*В. Имеет место 

Лемма 1.1. Для того чтобы равенство 

ш'Сш = 0 (1.10) 
имело место для любого ш необходимо и достаточно, чтобы мат
рица С была нулевой.

Доказательство. Достаточность очевидна.
Необходимость. Пусть С = (су), г, у = 1,--., п, тогда условие 

(1.10) можно записать в следующей форме:
л Л __ Л
2 ш‘ 2 су “/^2 Су оу ш}=0.
/-1 т=1 I, /=1
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Чтобы это равенство имело место для любого <»/(г л) необхо
димо, чтобы cij=0 (i, j=l,- • п).. Лемма доказана.

Из леммы и из (1.9) следует, что
аА'А=В*В. (1Д1)

Из (1.2) и (1.1) следует
Теорема 1.1. Для того чтобы отображение

Т: i=l, •■•,т

области G cz С" на область G* с С» принадлежало классу Bq (л, 
т, к), для какого либо к, в точке Q£G, необходимо и достаточно, 
чтобы матрицы А и В, голоморфной и антиголоморфной частей 
дифференциала отображения Т в точке Q, удовлетворяли условиям

1) A'B=W,
где ЧТ — кососимметрическая матрица;

2) аА'А = В*В,
где либо а = (1 -|- 1—о4) 8՜2, либо а = (1— 1— 84) 8՜2, 8 — дефект,. 
приобретаемый комплексными прямыми, проходящими через точ
ку Q.

2°. О совместности условий теоремы 1.1. Пусть в точ
ке Q

Rang Д = Л<^7и. (2.1)
Для определенности предположим, что отличен от нуля минор

А( 1 2” k Uo. (2.2)
Mi ։«• •• г* /

Обозначим через А3, В2—матрицы размерности (к, л), состоящие из 
первых к строк матриц А и В, а через А3, В2—матрицы размерности 
(тл—к, л), состоящие из последних (т—к) строк матриц А и В.

Тогда в силу (2.1) и (2.2) существует матрица X, размерности 
(т—к, к), для которой справедливо равенство

• А3 ==
или

(2.3)

где Е—единичная матрица размерности к.
В работе [6] установлено, что из первого условия теоремы 1.1 и 

условий (2.1) и (2.2) следует, что

^=РД1-Х*В։, (2.4)
где Р—кососимметрическая матрица. В силу того, что, Т£Во (л, т, к) 
в точке Q, из соотношения (2.4) далее следует, что

Rangf~^=/n. (2.5)»
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Подставляя (2.3) и (2.4) во второе условие теоремы 1.1, получаем 
что _ _

(ЛА/ \ В- /
ИЛИ ' _ ,

aA'^+aA'ii.n А-(Л;Р*— ХХ)(РЛ։ - Ва=0.
Отсюда далее вытекает, что 

(АЛ' (aD-Р*Р, Р* ’ЛМЛ'= 0, (2.6)
\Вг) \ ).Р, -D J\bJ

где О=Е-\-^.'У~—невырожденная матрица (см. [1], стр. 33). Из усло
вий (2.5) и (2.6) следует, что

(cD_-P*P, Р*\\ =0 
\ >֊Л ֊ D /

Это соотношение противоречит требованию невырожденности матри
цы D.

Нам остается разобрать случай, когда к = т, т. е.
Rang А = т. (2.7)

Сначала мы докажем некоторые леммы.
Лемма 2.1. Пусть матрицы А и В размерности (т, и) удов

летворяют условию
А’В=Ч, (1.2)

где 'F—кососимметрическая матрица и 
Rang А = т. (2-7)

Тогда 
В=ФА, (2.8)

где Ф—некоторая кососимметрическая матрица. 
Доказательство. Известно, что (см. [2], теорема 1) для 

существования решения матричного уравнения
А'Х=Т (1.2)

необходимо и достаточно выполнения условия 
А՛А՛* У = У, 

ил я, в силу кососимметричности матрицы ЧГ, условия
ЧГД+Л=’Г, (2.9)

где А+ — псевдообратная матрица для матрицы А (см. [1], стр. 32). 
При выполнении этого условия общее решение уравнения (1.2) дается 
формулой

X=A'+W+ (Е-А'+А') U, (2.10)
где Е— единичная матрица размерности т, a U—произвольная матри
ца размерности (т, п).

Подставляя левую часть соотношения (2.9) в (2.10), получаем, что
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Х=ФА^(Е-А'^ A') U, 
где 

Ф = Д'+ТД+.
Кососимметричность матрицы Ф проверяется непосредственно. Так 
как матрица В удовлетворяет уравнению (1.2), то существует такая 
матрица U1։ что

В =ФА + (Е—А'+ А') Ut. (2.11)
Из определения псевдообратной матрицы следует, что если матрица 
А имеет полный ранг, т. е. если Rang А=т, то

АА+= Е iajm Е—А'+А'=0. (2.12)
Подставляя (2.12) в (2.11), завершаем доказательство леммы. 

Лемма 2.2. Если

В = ФА, (2.8)
где Ф—кососимметрическая матрица, то

А'В=Ч, (1.2)
где матрица Ф—тоже кососимметрична. 

Доказательство. Действительно, умножая равенство (2.8) 
слева на матрицу А' и обозначая

Ф = Д'Ф А, 
получаем условие (1.2)

Из лемм . 2.1, 2.2 следует, что условие 1) теоремы 1.1 эквива
лентно условию (2.8). Таким образом, должны одновременно выпол
няться условия

В=ФД (2.8)-
и 

° А'А = В* В. (1.11)-
Отсюда вытекает, что матрицы А и В должны иметь один и тот же 
ранг, равный т. Отсюда и из условия (2.8) далее следует, что т=21, 
поскольку кососимметрическая матрица Ф может иметь только четный, 
ранг (см. [1], стр. 322).

Подставляя (2.8) в (1.11), находим, что Ф*Ф = аЕ, где 
21 

о = (1 +/1=8*) 8֊։, если |Ф,<|։<1, 

21 

а = (1 —/1—84) 8՜2, если £ |Ф։/|’>1. 
j-i

Итак доказаны
Теорема 2.1. Класс Eq (п, т, к) в случае, если к<^т: и т=£21— 

пуст.
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Замечание. Благодаря наличию этой теоремы, мы дальше рас
сматриваем только отображения Ео (п, 21, 21) ^Еа (и, 21).

Теорема 2.2. Для тою чтобы отображение

Т: Ш1=*/1(х1,---,£п)^С1(С), ։=!,• • •> 21, 21-^п
области С с: С? принадлежало классу кваэиголоморфных отображе
ний Ео (п~, 21) в точке О., необходимо и достаточно, чтобы мат
рицы А и В, голоморфной и антиголоморфной частей дифферен
циала отображения Т в этой точке удовлетворяли условиям

1) В=ФА,
где Ф—кососимметрическая матрица и

2)__ф*ф = аЕ, 
где ____  21

а = (14֊ У1— о4)8՜1 2, если 2

1) Еа„г^5>_ = 4/;
<>(*,*)

2) В каждой точке дифференциал отображения Т сохра
няет окружности с центром в этой точке, лежащие на всех невырож
дающихся комплексных прямых, переводит окружности, лежащие на 
вырождающихся комплексных прямых, в точки и придает всем невы- 
рождающимся комплексным прямым, проходящих через точку (?, оди
наковый дефект.

Очевидно, что для подобного отображения имеет место теорема 
2.2 в любой точке

Рассмотрим вопрос об интегрировании системы дифференциаль
ных уравнений, которым должны удовлетворять функции ш/ =// (г1г • ■ • 
••’,хп), определяющие отображение Ео (п, 21).

Эта система дифференциальных уравнений, в силу теоремы 2.2, 
может быть написана в следующей форме:

*-։
  и 

а = (1 — о4) 8՜2, если 2
^=1

-Здесь 8 — дефект невырождающихся комплексных прямых, прохо
дящих через точку 6.

Замечание. Второе условие этой теоремы означает, что косо
симметрическая матрица Ф отличается от унитарной на постоянный 
множитель.

3°. Построение класса отображений Еа (п, 21).
Определение 3.1. Отображение

Т: т1=/,(д1,^;ха)^(О, г=1, ■••,2/; 2/<п, 
принадлежит классу кваэиголоморфных отображений Ео (п, 21) в об
ласти С, если
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В= ФА 
л= -а-'ФВ, (3.1)

(
2/ '
2 |ф5<|> | — эл ементы кососимметрической матрицы Ф, 
5 — 1 /

функции Фз1^С1(С) ($,/ = 1,՛ • •» 2/).
Последнее обстоятельство следует из того, что если первое ра

венство условия (3.1) умножить справа на матрицу А+, получается 
Ф==Д4+.

В работе [6] доказано, что из условий интегрируемости системы 
(3.1) следует голоморфность функций

фч и (з РЛ*)՜1 ф/;
V-։ / < .

в области С. Учитывая голоморфность этих функций, можно доказать 
(см. [5], стр. 74), что

Ф = ф £, (3.2)

где ф—некоторая голоморфная функция £=(///), ։, /=!,•••, 21— неко 
торая кососимметрическая унитарная матрица.

Используя соотношения (3.1), легко показать, что

Л=1Г—Ф1Г. (3.3)
Здесь Л = (Л1։ • • •, Ла/)', Л* —функции, голоморфные в области С.

Решая систему, состоящую из уравнения (3.3) и ему сопряжен
ного. получим

1Г = (Е-ФФ)֊‘(ФЛ + Л). (3.4)
Подставляя правую часть соотношения (3.2) в (3.4), найдем, что

1Г=(?£Л + Л)(1+|<р|’)-’. (3.5)
Итак доказана

Теорема 3.1. Если отображение

Т: ®<=//(г1,-.-,7л)€С։(С), /=1,--, 21; 2/<п 
принадлежит классу Еа (п, 21), то в некоторой, окрестности 
каждой точки (2£(7 оно может быть представлено в виде

Г*: 1Г = (<р£А+Л)(1+|ф|«)-’.
Здесь <р и Л. = (А1, - -Л։/) — голоморфные в 6 функции, Ь—посто
янная унитарная кососимметрическая матрица.

Имеет место
Т еор.ема 3.2. Отображение Т* области С*, определяе

мое равенствами (3.5), принадлежит классу Еа (п, 21), если

А’"՛ -՜1 = «
д (г, г)

5—81
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в каждой, точке С? £6, функции, входящие в (3.5) голоморфны в 
С, а £—постоянная унитарная кососимметрическая матрица.

Теорема доказывается непосредственной проверкой. Рассмотрим 
пример отображения, принадлежащего классу Еа (и, 21).

Теорема 3.3. Отображение
ад* = (я* + (— 1)*՜* г*+(—1)*-։ ги+1 • • • гл)(14*к։։+։ ՛' •*л1։)՜1» (3.6)

к=1,” -,21, принадлежит классу Ео (п, 21) в области 
{21 1
г^С", 2 |ж*|в<1, |яи+։ • • - г„|<1

*-=1 1

и отображает эту область на гипершар

Доказательство. Подставляя в (3.5)

£շ/-ւ, I = О, յ^2ւ

1, յ=^
Լղ1, / =

[ о, —1
1—1, /=2։-1,

<Р = гп+ւ • • -гя, А/=г/, 1,’• է/—Ь'’ •» 2£
получаем отображение (3.6).

Вычисления показывают, что

К.„г±^_ = 4/ 
Ժ [г, г)

и
21 21

2 |ад*|’= (1 +кн+1- • -гл|։)-։ 2 |г*1։.
*=1 *-։

(3.7)

(3.8)

Из соотношений (3.7) и (3.8) следует справедливость теоремы.
Заметим, что дефекты, приобретаемые комплексными прямыми 

при отображении (3.6), изменяются в области С от нуля до единицы.
В заключение выражаю благодарность проф. Б. А. Фуксу за 

постановку задачи и внимание к настоящей работе.
Ереванский государственный

университет Поступило 28.1.1971

է. Հ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ. 0ա տարածության վրա Հ7ո(/ո<ո) աարածաթյան կոնֆորմ . արաա- 

պաակերամների մասին, որոնք բոլոր կոմպլեքս ազիզներին նազորզում են միևնույն զեֆեկաբ 
ք ամփոփում)

Դիտարկվում ենՕ*ՇՇ'Ո աՒ1""-յ?Ւ 'ն'ա ՇՇՇ"(տ<ո) տՒէալ1?Ի կոնֆորմ արտա

պատկերումները, որոնք բոլոր կոմպլեքս ուղիղներին հաղորդում են միևնույն դեֆեկտը, Փակ 
տեսքով կառուցված կՏօ (ո, քո) դՈսբ։ Գտնված են այղ դասին պատկանեյու անհրաժեշտ և 
բավարար պայմաններ։
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Е. Н. NAZARIAN. On quatl-conformal mapping* of Cn »pace on Cm (m < n) which 
atcrlbe the tame defect to every complex line (summary)

The paper discuses conform mappings of domain GCCJ on domain GCC" 
(m < n) which induces the same defect to each complex line. In a closed form the 
class Eo (n, 21) is constructed. Necessary and sufficient condition of belonging to 
that class are pointed out.

ЛИТЕРАТУРА

1. Ф. Гонтмахер. Теория матриц, 1967.
2. R. Репгогв. A generalized inverse for matrices, Proc. Cambridge Phill. Soc., 51, 

№ 3, 1955, 406-413.
3. Б. А. Фукс. Специальные главы теории аналитических функций многих ком

плексных переменных, М., 1963.
4. Д. Е. Рудник. Об одной оценке дефекта при квазиголоморфных отображениях в 

пространстве С", Труды МИЭМ, вып. 4.
5. В. В. Юрашвв. О квазиголоморфных отображениях, придающих всем комплек

сным прямым одинаковый дефект, Известия АН АрмССР, сер. „Математика“, 
IV, № 1, 1969, 69-76.

6. Э. О. Наварлн. Кваэиголоморфные отображения пространства Сп на простран
ство С1” ("> < ")> конформные на комплексных прямых, Изв. АН АрмССР, сер. 
„Математика“, VI, № 6, 1971, 423—439.


